
 
   
 

 

  سری های فوریه        
 

 

 سری فوریه  1 .8

            های فوریههمگرایي سری 

           مشتق گیری و انتگرال گیری از سری فوریه 

 

  
 

 

 

 

 

 
در علوم و مهندسی گاهی نياز است يک تابع را روي يک بازه به صورت يک سري از دسته توابع خاص ديگر به جز سري توانی 

، هاايقريب نماييم. براي نمونه اگر بخواهيم يک تابع را که بر حسب زمان متناوب است تقريب نماييم. از آنجايی که چندجملهت

توانند ابزار مناسبی براي نمايش اين نوع توابع باشند. براي تقريب توابع متنااوب توانی نمی هايباشند، بنابراين سريمتناوب نمی

 شوند.اتی که به سري فوريه معروف هستند ترجيح داده میهاي مثلثمعمولاً سري
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 های فوریه یسر           

صرفاً براي ايجاد يک دورنما از سري فوريه )مثلثاتی(، آن را به طور مقدماتی براي توابع متناوب يا با فرض متناوب بودن اراياه 

 کنيم.واهيد ديد. بحث را با تعريف سري فوريه براي يک تابع متناوب شروع میتر ختر را در دروس پيشرفتهدهيم. بحث مفصلمی

 

 تابع متناوب                                   

)ه موجاود باشاد باه طاوري کا Tرا متناوب گوييم، هر گاه عددي حقيقی و مثبت مانند  fتابع حقيقی  ) ( )f x f x T .

 را دوره تناوب می ناميم. Tکوچکترين مقدار 

cosnf، تواباع nدانياد کاه باراي هار عادد صاحيحمی       t n t وsinng t n t  متنااوب باا دوره تناااوب

2 /T  هستند، که دوره تناوب اصلی آنها/T n باشد. می 

2هشاود، جاايی کاناميده می fتابعسری فوریه قابل نمايش است که  /T0هاي    . دنبالاهn na 1وn nb  باه

 .سري معروف هستند فوریه ضرایب

 nو mزاي اعداد صحيح  غير منفایتوان از اتحادهاي زير استفاده نمود که به امی nbو naبراي تعيين ضرايب فوريه

 معتبر هستند. 

 

(2                                     )                      
0

0 , 0
cos , 0

T

T

n
n t dt n 

(3)                       
0 0
sin 0 , cos sin 0

T T
n t dt n t m t dt 

(4)                                              
0

0 ,
cos cos

/2 ,
T

T

m n
n t m t dt

m n 

(5       )                                  
0

0 ,
sin sin

/2 ,
T

T

m n
n t m t dt

m n 

cos( به ترتيب در1اکنون با ضرب طرفين ) m t وsin m t وجه به اتحادهاي فوق به گيري از طرفين، با تسپس انتگرال

 شوند :سادگی نتايج  زير حاصل می

(6  )  
/2

/2

2
cos

T

Tn
T

a f t n t dt    و   
/2

/2

2
sin

T

Tn
T

b f t n t dt 

 حاسبه شود. جداگانه م 0n( بايد به ازاي6نيز نياز دارد، گاهی اوقات فرمول اول ) 0a( به1چون سري )

  سری فوریه           

به صورت تکه تکه پيوسته  باشند، در  fو fباشد. اگر روي خط حقيقی توابع Tيک تابع متناوب با دوره متناوب fفرض کنيد

fاين صورت همه جا t  با يک سري به صورت 

(1)                0

1

cos sin
2 n n

n

a
f t a n t b n t 

2. 8تعریف   
 

1 .8 تعریف  
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 ایسری فوریه موج  دندان اره                     

 يابيم. می 2Tسري فوريه تابع زير را با دوره تناوب
,f t t t 

2است، پس  2T( آمده است. چون1نمودار اين موج در شکل ) : حل /2 1 . 

 
 

sinfزوج است،  لذا fچون t nt ( داريم :6باشد،  لذا از فرمول دوم )فرد می 

                                                         2
sin 0

2nb t nt dt 

cosfهمچنين t nt ( خواهيم داشت 6زوج است، در نتيجه از فرمول اول ) : 

0
2

, 0
2

cos 0 , 0; 2

4/ , 0; 2 1

n

n

a t ntdt n n k

n n n k

 

 اي متناوب برابر است با :هاي صحيح سري فوريه موج دندان ارهkبنابراين به ازاي

                                                 
2

1

4
cos((2 1) )

2 2 1k
f t k t

k
 

     ■ 
 سری فوریه موج مربعي                    

 (. 3يابيم )شکلمشخص شده زير در يک دوره را می 2Tبا دوره تناوب fسري فوريه تابع موج مربعی 

                                                             
1 , 1 0

1 , 0 1

x
f t

x
 

 
 

2پس  2Tچون حل :  و  0naيک تابع فرد است ، لذا  f. تابع2/

                                                             
1

1
sinnb f t n t dt 

                            
1 1

00

2cos
2 sin

n t
n t dt

n
 

1مثال  

 

اي نمايش موج دندان اره  -1شکل        

2مثال  

 

موج مربعي   نمايش -3شکل        
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4/ , 2 12

1 1
0 , 2

n
n n k

n kn
 

 (. 4به صورت زير است )شکل 2Tبنابراين سري فوريه موج مربعی با دوره تناوب 

                                          
1

4 1
sin((2 1) )

2 1k
f t k t

k
  

 
 

    ■ 
  1نکته     
)ضرايب سري فوريه                             ) ( )f x g x ع ضرايب سري فوريه هر يک از توابعبرابر با مجمو ( )f x  و( )g x   .است 

 

 

 سری فوریه مجموع                       
 سري فوريه تابع زير را می يابيم: 

( ) , 1 1f x x x x 

 فرض می کنيم حل :
1 2( ) , ( )f x x f x x با توجه به نکته بالا، سري فوريه تابع فوق برابر است با مجموع سري فوريه .

)1توابع   )f x   2و( )f x: 

)1تابع  )f x x :0يک تابع فرد است، بنابراين داريمna  و 

                          
1 1

02 20

1 1
2 sin 2[ cos sin ]nb x n x dx x n x n x

n n
 

               
1 1

1
1

2( 1) 2( 1)
( ) sin , 1 1

n n

n

f x n x x
n n

 

)2تابع  )f x x0داريم:  يک تابع زوج است، بنابراينnb  و 

                                                                                            
21 1

0 00
2 2[ ] 1

2

x
a x dx 

                                  
1 1

02 20

1 1
2 cos 2[ sin cos ]na x n x dx x n x n x

n n
 

22 2 2 2
1

2 1 2
[( 1) 1] ( ) [( 1) 1]cos , 1 1

2
n n

n

f x n x x
n n

 

 ين:بنابر ا

    
1

2 2
1

2( 1) 2
( sin [( 1) 1]cos ), 1 1

n
n

n

x x n x n x x
n n

 

    ■ 
 

 

 نمايش موج مربعي به همراه  جمله  -4شکل
 اول ، دوم و سوم سري فوريه متناظر

3مثال  
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 فوریه سینوسي و کسینوسي هایسری 

0يک تابع فرد باشد، f( ملاحظه نموديد، اگر2( و )1) هايطور که در مثالهمان  0na a سری فوریه ،  بنابراين ياک

 شود.زير حاصل می شود که به صورتحاصل می سینوسي

(7)           
/2

0
1

2
sin , sin

T
n n

n
b f t nwt dt f t b nwt 

و خواهيم  0nbمعروف است، که کسینوسي سری فوریهيک تابع زوج باشد، سري فوريه حاصل به  fبه همين ترتيب اگر

 داشت :

(8     )
/2

0

0
1

2
cos , cos

2

T
n n

n

a
a f t nwt dt f t a nwt 

,0/يک تابع تعريف شده نامتناوب روي بازه fبنابراين اگر     2T 2,0/باشد، با گسترش اختياري اين تابع روي فاصلهT 

فقط ياک ساري  fوريه کسينوسی و با گسترش فرد فقط يک سري ف fشود. با گسترش زوجنهايت سري فوريه حاصل میبی

 شود. فوريه سينوسی حاصل می

 

 گسترش زوج و فرد                         

 : زير را می يابيم سري فوريه

  a.  کسينوسیf t t 0روي بازه,    b. 1ی تابع سينوسf t  0,1روي فاصله . 

 داريم : ,( با گسترش زوج تابع فوق روي فاصله8( و فرمول )1با توجه به مثال ) .a حل

1

4
cos 2 1

2 4 2 1k
t k t

k
 

b  .ترش فرد( با گس7( و فرمول )2با توجه به مثال ) همچنينf  خواهيم داشت :  1,1روي 

               
1

4 1
1 sin 2 1

2 1k
k t

k
 

  ■  

  های فوریههمگرایي سری            

0nهاي فوريه(ايدنباله مجموع جزيی )چندجمله nf به تابع متناوبf t باشد، که در قضيه زير به آن اي میهمگراي نقطه

 پردازيم. می

 

  همگرایي دیریکله                                  

tاي پيوسته باشد، آنگاه در هر نقطهتکهfاي پيوسته ويک تابع متناوب تکه fاگر c  : داريم 

(9)             0

1

( ) ( )
cos sin

2 2n n
n

a f c f c
a n c b n c 

 

4مثال  

 

8.1قضیـه   
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 های تابعيسری 

هاي تابعی کلی ملاحظه نموديد. اکنون به منظاور آشانايی هاي خاص از سريتاکنون دو سري توانی و فوريه را به عنوان حالت 

، تابعی بر حساب متييار nدهيم. هر سري که جمله عمومی آن علاوه برهاي تابعی انجام میخواننده بحث کوتاهی درباره سري

 نيز باشد، به يک سري تابعی معروف است.  xمانند

(10 )                                       1 2 3
1
n

n
u x u x u x u x 

 باشد، مانند :ا کنون بررسی نموديم يک حالت خاص از آن میسري توانی و سري فوريه که ت

                                                         2 3 4

0

1n

n
x x x x x 

                                            2 2
0

cos cos2 cos 3cos
2 3n

nx x xx
n

 

تواند به ازاي ( نيز می10باشد همگرا است. سري دوم يا در حالت کلی سري ) 1xکه xدانيد که سري اول به ازاي هرمی

]( را در فاصله10همگرا و به ازاي برخی مقادير ديگر واگرا شود. سري تابعی ) xبرخی از مقادير , ]a b مگرا گويند اگر دنباله ه

 مجموع جزيی تابعی 

{ } ; 1,2,3,4,Sn x n 

1همگرا باشد که در آن  2Sn nx u x u x u x نويسيم : در اين حالت می 

             lim S Snn
x x 

Sو x 1باله به ياد آوريد کهنامند. با توجه به تعريف حد دنرا مجموع سري می nn u   همگرا بهS x در فاصاله[ , ]a b 

]متعلق به فاصاله xو هر  0گويند، اگر به ازاي هرمی , ]a b 0ددي ماننادبتاوان عاN  را يافات باه طاوري کاه باه ازاي

 داشته باشيم :   Nnهر

            S Sn x x 

]، سري را در فاصلهxوابستگی داشته باشد نه به فقط به  Nاگر , ]a b هاي ساده براي گويند. در حالت همگرای یکنواخت

 توان استفاده نمود.هاي نسبت يا ريشه میاز آزمون x( با فرض ثابت بودن10هاي تابعی)بررسی همگرايی سري

 

 یکنواختهمگرایي                                  

اگر
1

( )n n
n

a b  همگرا باشد آنگاه سري فوريه  

             0

1

cos sin
2 n n

n

a
a n t b n t 

  است. همگرای یکنواختسراسر اعداد حقيقی در 

 

  سری فوریه همگرا                        

)فرض کنيم  ) ,f x x x به صورت زير است:  3ه در مثال ضرايب فوري 

8.2قضیـه   

 

5مثال  
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0

2 2

2
[( 1) 1]

0

n
n

n

a

a
n

b

 

چون 
2

1

1

n n
همگراست و 

2 2
1 1 1

( 1) 12 4 1
( )

n

n n
n n n

a b
n n

بنابراين  
1

( )n n
n

a b  .همگراست

 است. xهمگراي يکنواخت به xدر نتيجه سري فوريه در بازه 

■ 

 

 های تابعي فاصله همگرایي سری                    

 نماييم . هاي زير همگرا هستند، را مشخص میکه سري xمقاديري از

a.    
1

1 2

(2 1) 1

n

n

x

n x
                  b.           

1

1

( )( 1)n x n x n
 

21چون   : a حل
2 1 1

n
n

xu
n x  : پس با توجه به آزمون نسبت داريم 

                                   1 2 1 2 2lim lim
1 12 1

n
nn n

u n x x
u x xn

 

2بنابراين اگر 1
1

x
x

2سري همگرا است و اگر  1
1

x
x

 سري واگرا است. 

2همچنين وقتی   1
1

x
x

1به عبارت معادل وقتی 
2

x 1، و با جايگزينیشودنوع سري با اين روش معلوم نمی
2

x 

1در سري تابعی سري همگراي 
( 1)

2 1

n

n n
همگرا است.  2xگرا و به ازايوا  1xشود. سري به ازاي حاصل می 

1لذا سري به ازاي
2

x   .همگرا است 

b. 1در اين سري
( )( 1)na x n x n

1limو چون   1n
nn

u
u توان آزمون نسبت را به کار برد. ولی باا پس نمی

 توجه به تجزيه 

                                        1 1 1

( )( 1) 1x n x n x n x n
 

,0شود که اگرملاحظه می 1, 2, ,x n  : باشد داريم 

1 2
1 1 1 1

1 1 2
Sn nu u u x x x x 

1 1 1 1
1 xx n x nx n 

,0لذا با شرط اينکه 1, 2, 3,x : خواهيم داشت 

                                                                                              1
lim Snn x

 

,0به جزء xبنابراين سري به ازاي هر 1, 2, 3,...x 1همگرا و مجموع آن
x  .است 

■ 

6مثال  
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کاه  باشد. تشخيص ايانها، مشتق و انتگرال از سري توانی میيسايل در حساب ديفرانسيل و انتگرال سريکی از مهمترين م      

 باشد. ها جاي نماد سيگما را با نماد مشتق يا انتگرال عوض نمود، موضوع مهم و مفيدي میتوان در سريتحت چه شرايطی می

 

  لوب  سری تابعي مغ                                   
1سري تابعی nn u xرا ميلوب در حوزه تعريفnu x1نامند، هرگاه يک سري عددي همگرامی nn a  با جملات

 داشته باشيم : xنامنفی موجود باشد، به طوري که به ازاي هر

, 1,2,3,...n nu x a n 

1براي نمونه سري 2
cos

n
nx
n

ميلوب سري 
1 2
1

n n
 است، چون داريم :  

2 2

cos 1
, Du xn

nx
x

n n
 

1اگر سري تابعی nn u ميلوب يک سري عددي همگرا باشد، آنگاه سري تابعی به طور مطلق همگرا بهu x د. اگر باشمی

nuجملات سري x پيوسته باشند آنگاهu x  .نيز پيوسته است 

 

 مشتق و انتگرال از سری تابعي مغلوب                                     

(12)                                
1

x x
n

n
u x dx u x dx 

 

1ميلااوب بااودن سااري مشااتق يعناای، (i)در قساامت nn u x امااري ضااروري اساات. بااراي نمونااه بااديهی اساات کااه ،

سري
2

1 2

sin( )
n

n x

n
1ميلوب سري  2

1
n n

uهمگرا به يک تاابع پيوساته xاست. بنابراين خود سري به ازاي هر  x 

 است. ولی مشتق آن يعنی

2 2 2 2cos 2 cos2 cosx x n n x 

2دديسري ع 0xباشد. براي نمونه به ازايهمواره  همگرا نمی 2 21 2 3 n شود که واگرا اسات. حاصل می

 زيرا سري حاصل از مشتق غير ميلوب است. 

 

 سری فوریه مثلثاتي                       
 

)2سري فوريه تابع  ) sin ,f x x x . را می يابيم 

) حل:  )f x 0زوج است پسnb :و داريم 

1فرض کنيد nn u x يک سري عددي ميلوب همگرا بهu x .باشد 

.i هرگاهnu x بر بازه[ , ]a b 1پذير  باشند و سريبه طور پيوسته مشتق nn u x  نيز يک سري ميلوب باشد، آنگاه 

(11)                                                        
1
n

n
u x u x 

.ii هرگاهnu x بر بازه[ , ]a b و پيوسته باشند، آنگاه برايx متعلق به فاصله[ , ]a b : داريم 

3 .8 تعریف  
 

8.3قضیـه   

 

7مثال  
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                                  2
0 00 0

2 2 1 cos2 1 1
sin [ sin2 ] 1

2 2

x
a xdx dx x x 

           2

0 0 0

2 2 2 1 cos2
( )cos sin cos cos

2n

x
a f x nxdx x nxdx nxdx 

                                                                    
0 0

1 1
cos cos2 cosnxdx x nxdx 

                             
0 0

1 1
sin (cos(2 ) cos(2 ) )

2
nx n x n x dx

n
 

                     
0

1 1 1
[ sin( 2) sin(2 ) ] 0, 2

2 2 2
n x n x n

n n
 

2 2
2 0 0 0

2 2 1 cos2 1
sin cos2 cos2 (cos2 cos 2 )

2

x
a x xdx xdx x x dx 

0 00

1 1 1 1 cos 4 1 1 1 1
[ sin2 ] [ sin 4 ]
2 2 2 4 2 2

x
x dx x x 

                                                                          
0

1 2 3

2

( ) cos cos2 cos 3
2

1 1
sin cos2

2 2

a
f x a x a x a x

x x

 

■ 
 

 سری فوریه                        
 

)2سري فوريه تابع  ) cos ,f x x x x . را می يابيم 

کافی است سري فوريه  حل: 
1( )f x x  0را محاسبه کنيم. اين تابع زوج است لذاnb :و داريم 

                                                                    
2

0 0 0

2 2 2
( )

2
a f x dx xdx 

                                                                       
0 0

2 2
( )cos cosna f x nxdx x nxdx 

                                                          02 2

2[( 1) 1]2 1 1
[ sin cos ]

n

x nx nx
n n n

 

2

2

2[( 1) 1] 1 1
cos cos cos2 ,

2 2 2

n

x x nx x x
n

 

■ 
 
 

 
 
 

 
 

 
 
 

 
 

8مثال  
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 8 فصلهای مجموعه تمرین

 

 سري فوريه توابع داده شده را به دست آوريد.هاي در تمرين (سری فوریه. )1

a .( ) , 0 1, 1f x x x T                      b. 2( ) , 0 2 , 2f x x x T  

c .2( ) sin , , 2f x x x T         d. ( ) sin , , 2f x x x x T  

e .2( ) cos , , 2f x x x x T 

 را به دست آوريد. زيرتوابع  سينوسی و کسينوسی سري فوريه (فوریه سینوسي و کسینوسي هایسری. )2

a .
0 1

( )
1 1 2

x x
f x

x
                       b. 

0 1
( )

3 1 3

x x
f x

x x
  

c .( ) sin , 0f x x x                      d. 3( ) , 0f x x x  

)  فوريه يبا استفاده از سر. 3 ) ,f x x x حاصل سري عددي 
3

0

( 1)

(2 1)

n

n n
 را محاسبه کنيد. 

)اگر . 4 ) ( 1)
x

f x .آنگاه نمودار تابع را رسم کنيد و سري فوريه آن را بيابيد 

)2سري فوريه . 5 ) 4 sin cosf x x x .را بيابيد 

)مقدار ثابت سري فوريه تابع. 6 ) sin ,
2 2

f x x x .را بيابيد 

)سري فوريه تابع . 7 ) sin , 1 1f x x n x x .را بيابيد 

 

 


