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 تبدیلات لاپلاس  1 .7

            تبدیل لاپلاس مشتق 

            تبدیل معکوس لاپلاس 

           کاربرد تبدیلات لاپلاس در حل معادلات دیفرانسیل 

  
 

 

 

 

 

 
شدد کدد در بسدیاری از شدااد  دای روش دیگری برای حل معادلات دیفرانسیل، استفاده از تبدیلات لاپلاس می با

ریاضیات کاربردی از ا میت ویژه ای براوردار است. با استفاده از این روش، ید  مسده د ماددار او یدد بدد ید  معاد دد 

جبری یا ی  دستگاه از معادلات جبری تبدیل می شود کد با حل این معادلات و استفاده از جدول تبددیلات لاپدلاس، مدی 

در علوم و مهندسی گا ی نیاز است ی  تابع را روی ید  بدازه بدد تدورت  .مادار او ید دست یافتد جواب مسه د بتوان 

ی  سری از دستد توابع ااص دیگر بد جز سری توانی تاریب نماییم. برای نموند اگر بخوا یم ی  تدابع را کدد بدر حسدب 

توانندد تدوانی نمی  ایباشدند، بندابراین سدری، متناوب نمی اایزمان متناوب است تاریب نماییم. از آنجایی کد چندجملد

 ای مثلثداتی کدد بدد سدری فوریدد ابزار مناسبی برای نمایش این نوع توابع باشند. برای تاریب توابع متناوب معمولاً سدری

  شوند. معروف  ستند ترجیح داده می
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 تبدیل لاپلاس                                   

0برای  fاگر تابع  t  تعریف شده باشد وs  یک متغیر حقیقی باشد، تابع( )F s تبدیل لاپدلاس تدابعرا ( )f t 

 نامیده و به صورت زیر تعریف می کنیم:

(1)                      
0

{ ( )} ( ) ( )stL f t F s e f t dt 

 

)تبدیل لاپلاس                  ) 1f t  

)تبدیل لاپلاس  ) 1f t .را می یابیم 

 با استفاده از تعریف بالا داریم: حل : 

0 0
0

1
{1} 0lim lim

bsta
st st

b b

e
L e dt e dt s

s s
 

■ 

) تبدیل لاپلاس                 )f t t  

)تبدیل لاپلاس  )f t t .را می یابیم 

 داریم:ء و روش انتگرال گیری جزء به جزتبدیل لاپلاس  با استفاده از تعریف  حل : 

2 20 0
0

( 1) 1
{ } 0lim lim

bstb
st st

b b

e st
L t e tdt e tdt s

s s
 

■ 

)تبدیل لاپلاس                  ) atf t e  

)یل لاپلاس تبد ) atf t e .را می یابیم 

 با استفاده از تعریف داریم: حل : 

( )
( )

0 0
0

1
{ } lim lim

ba s tb
at st at a s t

b b

e
L e e e dt e dt s a

a s s a
 

■ 

)تبدیل لاپلاس                ) sinf t at  

)تبدیل لاپلاس  ) sinf t at  و( ) cosf t at.را می یابیم 

 با استفاده از تعریف داریم: حل : 

0
{sin } sinstL at e atdt 

با انتگرال گیری به روش بازگشتی انتگرال فوق برابر 
2 2

a

s a
 است. بنابراین: 

2 2
{sin } , 0

a
L at s

s a
 

 به همین ترتیب می توان نشان داد که:

1 .7تعریف   
 

1مثال  

 

2مثال  

 

3مثال  

 

4مثال  
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2 2
{cos } , 0

s
L at s

s a
 

■ 

)تبدیل لاپلاس                  ) nf t t  

)تبدیل لاپلاس   )f t t   که در آنn .یک عدد صحیح مثبت است را می یابیم 

  :و استفاده از روش استقراء ریاضی داریم 1با توجه به مثال  حل : 

      
1

!
{ } 0n

n

n
L t s

s
 

■ 
 

 ااتیت اطی بودن                                 

)1فرض کنید  )f t 2و( )f t  1دو تابع باشند که تبدیل لاپلاس آنها موجود  است. اگرc  2وc آنگاه:دو ثابت دلخواه باشند ، 

1 1 2 2 1 1 2 2{ ( ) ( )} { ( )} { ( )}L c f t c f t c L f t c L f t 

 

 ااتیت اطی                  

 تبدیل لاپلاس زیر را می یابیم.
2 2{2 4cos3 3 }tL t t e 

 با توجه به قضیه بالا داریم:  حل : 

                                             2 2 2 2{2 4cos3 3 } 2 { } 4 {cos3 } 3 { }t tL t t e L t L t L e 

3 2

4 4 3
0

29

s
s

ss s
 

■ 
 

 قضید انتاال                                 

}اگر        ( )} ( )L f t F s :آنگاه 

{ ( )} ( )atL e f t F s a 

 

 

 

 انتاال                     

 لاپلاس زیر را می یابیم. تتبدیلا

(a   :)2{ sin3 }tL e t                                 (b :)3 2{ }tL t e 

5مثال  

 

7.1قضیدد   

 

6مثال  

 

7.2قضیدد   
 

7مثال  
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 با توجه به قضیه بالا داریم:  : (a)حل 

2

2

3
{ sin 3 }

( 2) 9

tL e t
s

 

 با توجه به قضیه بالا داریم: : (b)حل 

           3 2

4

6
{ }

( 2)

tL t e
s

 

■ 
 

 تبدیل لاپلاس مشتق                                 

)اگر  )f t و( )f t  0برایt :پیوسته و تبدیل لاپلاس هر دو تابع موجود باشند. در این صورت داریم 

{ ( )} { ( )} (0)L f t sL f t f 

 

 لاپلاس مشتق                    

)2اگر  ) sinf t t آنگاه{ ( )}L f t .را می یابیم 

 می دانیم: حل : 

        ( ) 2 sin cos sin2 (0) 0f t t t t f 

 پس با توجه به قضیه قبل داریم:

         { ( )} ( ( )} (0) { ( )}L f t sL f t f sL f t 
 از طرفی :

      
2

2
{ ( )} {sin2 } 0

4
L f t L t s

s
 

 در نتیجه:

                          
2

2
{ ( )} 0

( 4)
L f t s

s s
 

■ 
 

 تبدیل معکوس لاپلاس        

 

 لاپلاسمعکوس تبدیل                                         
}باشد ) Fموجود و برابر  fاگر تبدیل لاپلاس  ( )} ( )L f t F s:آنگاه ،) 

(2)                      1( ) { ( )}f t L F s 
 

 تبدیل معکوس لاپلاس               

 داریم: 4تا  1با توجه به مثالهای 

7.3قضیدد   
 

8مثال  

 

2 .7تعریف   
 

9مثال  
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1 1 1 1
2 2

1 1 1 2
{ } 1, { } , { } , { } sin2

1 4
tL L t L e L t

s ss s
 

 

 

 ااتیت اطی بودن                                 

)1فرض کنید  )f t 2و( )f t 1کوس به ترتیب تبدیل معF  2وF :باشند ، آنگاه 
1 1 1
1 1 2 2 1 1 2 2{ ( ) ( )} { ( )} { ( )}L c F s c F s c L F s c L F s 

 

 تبدیل معکوس لاپلاس              

 تبدیل معکوس توابع زیر را می یابیم.

(a   :)
2

2

3 3 20
( )

( 2)( 9)

s s
F s

s s
                                 (b :)

2

2
( )

2 4

s
F s

s s
 

 ابتدا کسر فوق را تجزیه می کنیم: : (a)حل 

                                                                           
2

2 2 2

3 22 2 2

2( 2)( 9) 9 9

s s

ss s s s
 

 پس داریم:

                           
2

1 1 1 1

2 2 2

3 3 20 1 1 3
{ } 2 { } { } { }

2 3( 2)( 9) 9 9

s s s
L L L L

ss s s s
 

                           2 1
2 cos2 sin 3

3
te t t 

 داریم: :(b)حل 

 

1 1 1 1

2 2 2 2

( 1) 3 ( 1)2 3
{ } { } { } 3 { }

2 4 ( 1) 3 ( 1) 3 ( 1) 3

s ss
L L L L
s s s s s

 

                                  cos 3 3 sin 3t te t e t 
■ 

 

 کاربرد تبدیلات لاپلاس در حل معادلات دیفرانسیل     
 با ذکر چند مثال، کاربرد این تبدیلات را می بینیم. اع معادلات دیفرانسیل هستند.حل انوتبدیلات لاپلاس ابزار مفیدی برای 

 کاربرد تبدیل لاپلاس               

 جواب مسأله اولیه زیر را می یابیم.

( ) 2 ( ) 4 , (0) 0y t y t t y 

 از دو طرف معادله تبدیل لاپلاس می گیریم: حل : 

                                                  { ( )} 2 { ( )} 4 { }L y t L y t L t 
 داریم: 3. 7پس با استفاده از قضیه 

7.4قضیدد   
 

10مثال  

 

11مثال  
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2

4
{ ( )} ( ) 2 { ( )}sL y t y t L y t

s
 

}فرض کنیم  ( )} ( )L y t Y s:در این صورت داریم ، 

                                  
2 2

4 4
( 2) ( ) ( )

( 2)
s Y s Y s

s s s
 

 کسر داریم:با تجزیه این 

                                                         
2

1 2 1
( )

2
Y s

s ss
 

 در نتیجه:

1 1 1 1

2

1 1 1
( ) { ( )} { } 2 { } { }

2
y t L Y s L L L

s ss
 

      21 2 tt e 
■ 

 

 کاربرد تبدیل لاپلاس               

 جواب مسأله اولیه زیر را می یابیم.

                        3 2 0, (0) 0, (0) 1y y y y y 

 از دو طرف معادله تبدیل لاپلاس می گیریم: حل : 

                                  { } 3 { } 2 { } {0} 0L y L y L y L 
}با فرض  ( )} ( )L y t Y s :داریم 

       2 ( ) (0) (0) 3 ( ) 3 (0) 2 ( ) 0s Y s sy y Y s y Y s 
 م داشت:با جایگزینی مقادیر اولیه، خواهی

                                                               2( 3 2) ( ) 1s s Y s 
 پس:

   
2

1 1 1 1
( )

( 1)( 2) 1 23 2
Y s

s s s ss s
 

 بنابراین جواب مسأله عبارت است از:

                1 1 21 1
( ) { } { }

1 2
t ty t L L e e

s s
 

■ 
 

 کاربرد تبدیل لاپلاس               

 اب مسأله اولیه زیر را می یابیم.جو

                    sin2 , (0) 1, (0) 1y y t y y 

 از دو طرف معادله تبدیل لاپلاس می گیریم: حل : 

                                                                                                        { } { } {sin2 }L y L y L t 
}با فرض  ( )} ( )L y t Y s :داریم 

12مثال  

 

12مثال  
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                                                                                 2

2

2
( ) (0) (0) (0)

4
s Y s sy y Y

s
 

 با جایگزینی مقادیر اولیه، خواهیم داشت:

                                                                                              2

2

2
( ) 1 ( )

4
s Y s s Y s

s
 

 پس:

                                                     
2

2 2

1 4 2
2 ( 1)( 4) 5 5 5( )

1 14 4

s s
Y s

s ss s
 

 بنابراین جواب مسأله عبارت است از:

               1 1 1

2

1 4 2
1 4 15 5 5( ) { } { } { } sin2

1 1 5 5 54

t ty t L L L e e t
s s s

 

■ 
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 7 فصل ای تمرینمجموعد 

 

 زیر تبدیل لاپلاس توابع داده شده را به دست آورید.های در تمرین (تبدیل لاپلاس. )1

a .2( ) cosf t at                          b. 2( ) sinf t at  

c .3 2( ) tf t t e                               d. ( ) costf t e t  

e .( ) sinf t t t                             f. 2( ) (2 2) sin2tf t t e t  

 نشان دهید . 2
1

2{ }L t
s

}و با استفاده از آن   }L t .را پیدا کنید 

sin} حاصل. 3 }L t ه دست آورید.را ب 

 زیر معکوس تبدیل لاپلاس توابع داده شده را به دست آورید.های در تمرین (معکوس تبدیل لاپلاس. )4

a .
3

3
( )

s
F s

s s
                                              b. 

3 2

2 1
( )

3 2

s
F s

s s s
  

c .
2

( )
2 26

s
F s

s s
                                d. 

2

2 4
( )

( 2)( 9)

s
F s

s s
  

e .
2

2
( )

2

se
F s

s s
                                     f. 1( ) n( )

1

s
F s l

s
  

g .
2

2 2 2

2
( )

( )

a
F s

s a
                                     h. 1( ) tanF s s  

 معادلات دیفرانسیل زیر را  به کمک تبدیل لاپلاس حل کنید. (ار او یدماد. )5

a .3 0, (3) 1y y y   

 b. 2 2 , (0) 3, (0) 3ty y y e y y  

c .4 0 (0) 0, (0) 1y y y y                      

d. 2 2 0, (0) 0, (0) 1y y y y y  

e .16 5cos4 , (0) 1, (0) 1y y t y y                            

 f. 4 5 39 sin , (0) 1, (0) 1ty y y e t y y  

g .sin2 , (0) 1, (0) 1y y t y y                       

 h. 2 , (0) 1, (0) 2ty y y te y y  

 


