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 هاي اسکالر انتگرال خط و سطح ميدان 5. 5بخش    

دهيم. نخست انتگرال خط که تعميمي از انتگرال يک گانه توابع چند متغيره را در دو جهت ديگر تعميم مي در اين بخش انتگرال

ها  در دهيم. اين انتگرالکنيم، سپس تعريف انتگرال سطح  را که تعميمي از انتگرال دوگانه است ارايه ميباشد را تعريف ميمي

 هاي برداري دارند. خط و سطح ميدان هايعمل بسيار مهم هستند و کاربرد وسيعي در محاسبه انتگرال

 

 انتگرال خط                  

a,باشد،  با اين تفاوت که به جاي بازهگانه مياين انتگرال شبيه به انتگرال يک b نحنيروي يک مC از تابع چندد متغيدرهf 

معروف است. اين  Sنسبت به طول قوس Cتر انتگرال خط در امتداد منحنيگيريم که به انتگرال خط يا به بياني دقيقانتگرال مي

شود، ظاهر يا ميدان برداري در امتداد يک منحني مطالعه  مي fها در هر وضعيت فيزيکي که رفتار يک ميدان اسکالرنوع انتگرال

 دهيم.نماييم، سپس روند را به فضا گسترش ميشوند. در اين قسمت ابتدا انتگرال خط در صفحه را معرفي ميمي

 

 

  انتگرال خط در صفحه 

 :گيريم، با معادله پارامتري زير را در نظر ميxy-در صفحه Cکه دامنه آن شامل منحني هموار fتابع دو متغيره  

(1)     , ,x x t y y t a t b                      

tکه به صورت برداري x t y tr i j شود. اگر فاصلهنيز نشان داده مي,a b را بهn 1زير فاصله,i it t  تقسيم

i,نماييم، نقاط i iP x y متناظر با ،i ix x t وi iy y t منحنيC را بهn 1هايوتر زيرکمان با طولs،2..., s 

*اي ماننددد(. اکنددون بددا انتخددا  نقطدده1کنند)شددکل تقسدديم ميnsو * *( , )i i iP x y در زيرکمددانi- ام )متندداظر بددا نقطدده*
it  در

i,1فاصله it tمجموع ريمان  )* *
1 ( , )

n
i i ii f x y s دهيم، با حدگيري از اين مجموع، در صورت وجود حدد را تشکيل مي

 ود.     شتعريف انتگرال خط ايجاد مي

                                                

 انتگرال خط                          

در  Cدر امتداد fانتگرال خط( باشد، 1با  معادله پارامتري ) Cيک تابع دو متغيره تعريف شده روي منحني هموار fاگر       

 :شودبه صورت زير تعريف مي صورت وجود حد

**

1

, lim ( , )
n

i i iC n
i

f x y ds f x y s 

 منحني انتگرال خط در صفحه  -1شكل 

 

1 .5تعريف   
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, يعني گانه معمولي،  زماني که تابع مثبت باشد،درست همانند انتگرال يک 0f x y  انتگرال خط ،,C f x y ds مدي

f,به ارتفاع Cتواند مساحت يک طرف ديوار روي منحني x y در هر نقطه,x y  ( .2باشد )شکل 

 
 

   طول منحني مي دانيم  محاسبه انتگرال خطC 0روي بازه,a t  0کهa t bبرابر است با ،: 

                                                                               0 22
0 ( ) ( )

t

a

dydx
dt dtt dts 

f,چون x y رويC تصات پارامتريکند، باقرار دادن  مخعمل ميx x t وy y t در تابع,f x y   انتگرال خط

 آيد.گانه زير درميبه صورت يک انتگرال يک

(2)                2 2, ,
b

C a
f x y ds f x t y t x t y t dt 

,بينخط پاره Cدر حالت خاص اگر 0aو, 0b  باشد، با انتخاx ( بده صدورت زيدر خ صده 1به عنوان پدارامتر فرمدول )

 شود.مي

            0, ,
C

b

a
f x y ds f x dx 

هاي خطي که زياد اسدتفاده  رال خط ميدان برداري انتگرالباشد. در انتگگانه معمولي ميکنيد، که يک انتگرال يکم حظه مي

 شوند، عبارتند از : مي

,
C
f x y dy                   ،,

C
f x y dx 

 ( يدک جهدت بدراي 1در حالدت کلدي صدورت پدارامتري ) مستقل از جهت منحني ميدان اسکالر  انتگرال خط

tازاي اسدت، بده ايدن صدورت کده بده tکند، که جهت مثبت آن متناظر با افزايش پدارامترمشخص مي Cمنحني a  ابتدداي

tو به ازاي   Cمنحني b  به اين ترتيب شود. انتهاي آن مشخص ميC باشد که، نقاطش همان نقاطمنحني ميC  ولي بدا

 :جهت مخالف آن است. با اين جهت گذاري داريم

, , , , ,
C C C C
f x y dx f x y dx f x y dy f x y dy 

 :شودعوض نمي Cاما اگر انتگرال نسبت به طول کمان باشد، ع مت انتگرال خط با عوض شدن جهت منحني

, ,
C C
f x y ds f x y ds 

 دهند.با عوض شدن جهت تغيير ع مت مي iyو ixهميشه مثبت است، هر چند که   isچون 

 

 يک تعبير هندسي از انتگرال خط   -2شكل 
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 محاسبه انتگرال خط در صفحه                                      

22انتگرال
C

x y ds کنيم کهرا ارزيابي ميC 2نيمه بالايي دايره 2 1x y باشد. مي 

 (. 3ويسيم )شکل نرا مي Cدايره بالايي ابتدا معادله پارامتري نيم  : حـل

                   

cos , sin , 0x t y t t 

 

                                             . 

 

 

  :( داريم2اکنون با استفاده از فرمول )

                              2 2 2 2

0
2 2 cos sin

C
x y ds t t x t y t dt 

 2 2 2

0
2 cos sin sin cost t t tdt 

3
2

00

cos
2 cos sin 2

3
[ ]tt t dt t 

                                                         22
3

 

■ 
  (،4اگر مانند شکل )  اي هموارانتگرال خط روي منحني تکهC اي هموار باشد به طدوري کده يک منحني تکه

2هاي همواراجتماع منحني 1..., ,C C وnC باشد، انتگرالf رويC هايبه صورت مجموع انتگرالf  در طول هر تکه منحني

 شود. تعريف مي Cهموار

(3                )        
1

, , ... ,
C C C

n

f x y ds f x y ds f x y ds 

 
 

  اگر منحني  حالت خاص محاسبه انتگرال خطC  روي بازهa x b  به صورتy g x   باشد، انتگرال

 :ود، که در اين صورت داريم نمپارامتري  xتوان برحسب( را مي2)

(4)                                      2
, , 1

b

C a
f x y ds f x g x g x dx 

xاگر منحني با و g y کهc y d برحسبy  ،داريمپارامتري شود: 

(5)                                    2
, , 1

d

C c
f x y ds f g y y g y dy 

1مثال  

 

 انتگرال خط روي نيم دايره بالايي  -3شكل 

 

 منحني تکه تکه هموار  -4شكل 
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 محاسبه انتگرال خط روي مسير بسته                            

انتگرال
c
x y ds را کهC ( است، محاسبه مي5مثلث شکل ).نماييم 

 
 

2ي هموار بسته از سه تکه خط همواراتکه Cچون مثلث   : حـل 1,C C 3وC ( داريم :2شود، پس از رابطه )تشکيل مي 

1 2 3C C C C
x y ds x y ds x y ds x y ds 

 يابد، يعني:گانه کاهش ميبه انتگرال يک f( ، انتگرال4با توجه به رابطه ) 1C،0yچون روي

                                             
1

1

0

1
0 1 0

2C
x y ds x dx 

کداهش  0yبده  1y، ولدي ازy-به انتگرال يک گانه روي محدور 0x، چون3Cروي fبه همين ترتيب انتگرال

 يابد.مي

                                       
3

0

1

1
0 0 1

2C
x y ds y dy 

 ، پارامتري نمود :tيا برحسب يک پارامتر سوم yبرحسب، xتوان برحسبرا مي 2Cولي انتگرال روي مرز
                                                   , 1 , 0 1y t x t t 

 :که با اين عمل داريم 

                            
2

1
2 2

0
1 1 1 1

C
x y ds t t dt 

 پس جوا  نهايي به صورت زير است. 

                                                                  1 1
1 1

2 2C
x y ds 

■ 
  3انتگرال خط در فضاي  
 :با معادله پارامتري  3يک منحني هموار در فضاي Cفرض کنيد که 

, , ,x x t y y t z z t a t b 

tيا با معادله برداري، معادل x t y t z tr i j k (. اگر6باشد)شکلf اي يک تابع پيوسته سه متغيره در ناحيه

 :شودبه طريق مشابه منحني مسطح تعريف مي Cدر امتداد fانتگرال خطباشد.  Cشامل

2مثال  

 

 مثلث به عنوان يک منحني بسته  -5شكل 
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                                                    * **

1

, , lim ( , , )
n

i i i i
nC i

f x y z ds f x y z s 

 :کنيم( آن را ارزيابي مي2با فرمول مشابه با فرمول )

(6)
   

2 2 2
, ,

b

C a
f ds f x t y t z t x t y t z t dt 

 :تر زير نوشتتوان به صورت برداري فشرده( را مي6( و )2هاي )انتگرال هايدر حالت کلي و فرمول

                           (7)                                  
   

( )
b

C a
f ds f t t dtr r 

 :آيددست مي به Cوريد، طول منحني( به ياد آ1، از فصل )1fکه براي حالت خاص

                                                                                                                        
b

C a
L ds t dtr

 
2هاي هموارر باشد به طوري که اجتماع منحنياي هموايک منحني تکه C( در فضا،4اگر همانند شکل ) 1..., ,C C وnC  ،باشد

 شود. ( تعريف مي3مشابه ) Cدر طول هر تکه منحني هموار fهايبه صورت مجموع انتگرال Cروي fانتگرال

 محاسبه انتگرال خط روي منحني در فضا                           

sinانتگرال
C
y z ds را کهC کنيم.يک مارپيچ فنري با معادله پارامتري  زير است ارزيابي مي 

 cos , sin , , 0 2x t y t z t t 

 

 

 ( داريم :6دهد با توجه به فرمول )(  منحني را نشان  مي7شکل )   : حـل

2
2 2 2

0
sin sin sin

C
y zds t t x t y t z t dt 

2
2 2 2

0
sin sin cos 1t t t dt 

 3يک منحني در فضاي   -6شكل 
 

3مثال  

 

يک دور از منحني مارپيچ   -7شكل 

 3در فضاي 

 

 



حسا  انتگرال توابع چند متغيره 5فصل                          
139 

 

 

       

2
2

0

2

0

2 2 sin

1
2 1 cos2 2

2

tdt

t dt
 

■ 

 انتگرال سطح            

ن مشابه دوبعدي انتگرال خط دانست، که در آن ناحيده تواانتگرال سطح را مي .پردازيمدر اين بخش به بحث انتگرال سطح مي

معرفي  هاي فضايي در فصل اول به صورت دکارتي يا رويه درفضا است. سطح Sسطح هموار Cگيري به جاي منحنيانتگرال

 اند.شده

,اکنون فرض کنيد ,w f x y z اي از فضدا شدامل سدطح همدواري بدا معادلده ک تدابع تعريدف شدده پيوسدته روي ناحيدهيد

z,صريح g x y ضمني ،, , 0G x y z يا پارامتري زير باشد: 

(8)                  , , , , , Ru,v x u v y u v z u v u vr i j k 

افراز شده باشد.  ijAبا مساحت ijRهاييک ناحيه مستطيلي باشد که به زير مستطيلRنماييم کهترين حالت فرض ميدر ساده

( . اکنون مجموع ريمدان زيدر را  تشدکيل 8شوند )شکل افراز مي ijبا مساحت ijSنيز به سطوح Sمتناظر با اين افراز، سطح

 دهيم، مي

* * *

1 1

( , , )
n m

ij ij ij ij
i j

f x y z,                                                                       

*که در آن * *( , , )ij ij ijx y z يک نقطه از المان سطحijS توان  همانندد  صدورت حددي بدراي تعريدف انتگدرال باشد. اکنون مييم

 شود.دوگانه، انتگرال سطح تعريف مي

 
 

 

 انتگرال سطح                       

در  Sروي f( باشدد، انتگدرال سدطح1ري )با معادله پارامت Sيک تابع سه متغيره تعريف شده روي سطح هموار fفرض کنيد

 :شودصورت وجود حد، به صورت زير تعريف مي

(9)           * * *
, ,

1 1

, , lim ( , , )
m n

ij ij ij ij
m n

i jS

f x y z d f x y z 

(1شكل )  

 سطحي هايافراز سطح با المان  -8شكل 

 

2 .5تعريف   
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تگدرال سدطح بده صدورت تدوان از ع مدت دايدره روي ع مدت انزماني که سطح بسته باشد، براي تاکيد بر بسته بودن سدطح، مي

, ,
S
f x y z d .استفاده نمود 

 محاسبه انتگرال سطح 
خواهيم انتگرال سدطح را بده يدک انتگدرال يابد، اکنون ميگانه معمولي کاهش ميکه انتگرال خط به يک انتگرال يکهمانطور  

بددا يددک  ijS، هددر زيرسددطح Sتددر رويددهفبندددي ظريدد( بددديهي اسددت کدده بددا تقسديم 9مطددابق شددکل) دوگانده کدداهش دهدديم.

عمدود بدر سدطح  nو بدردار kزاويه بين بردار متعدارف (، اگر10شود. با توجه به شکل )تقريب زده مي ijTالاض عمتوازي

    :ضر  داخلي داريمبه باشد، با توجه  SرويهijTالاض عمتوازي

(10 )                                   cos
n.k
n k

 

 :شوداز اين رابطه نتيجه مي

(11)                               cosij ijA T 

 نامند. مي اصل كسينوسي مساحت(  را گاهي 11رابطه )

                                                                             
 

 

، Rسازد تصوير شدود، مسداحتميکه با صفحه اول زاويه Rيهدر يک صفحه روي ناح Sکند، اگر ناحيهاين اصل بيان مي

cos برابر مساحتS  است.  به اين ترتيب  با قرار دادنcos
ij

ij ij
A

T ( انتگرال به صورت زير در 9در رابطه )

 :آيدمي

              (12)                        , , ,
cos

S R

A
F

d
f x y z d x y 

F,کده در آن x y بددا جدايگزينيz از معادلدده سدطح در, ,f x y z ايجدداد شدده اسددت. ناحيدهR نيددز تصدوير سددطحS  در

( برقدرار اسدت. بدا 12نيز رابطه  ) Dاست.  در حالت کلي تر همانند روند انتگرال دوگانه براي ناحيه غير مستطيلي xyصفحه

 توان به سه طريق زير انجام داد.( در حالت کلي را مي12)ضمني، صريح يا پارامتري(، ارزيابي انتگرال )توجه به نوع معادله رويه

  اگر رويه  روش ضمنيS به صورت ضمني, , 0G x y z معرفي شود: 

                                                                      x y zG G G Gn i j k 
 :( داريم10از )

                                                                                                  1
cos z

G

G
 

 :آيد(، به صورت زير در مي12پس انتگرال )

(3شكل )  

 تقريب هر المان سطحي  -9شكل
 عالاضلابا يک متوازي

 

 تقريب المان با يک متوازي  -10شكل
  xy-الاضلاع و تصوير آن در صفحه
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(13)                
2 2 2

, , , x y z

zS D

G G G
F

G
Af x y z d x y d 

   اگر  روش صريحS به صورت صريح ارايه شده باشد، يعني, 0z g x yداريم ،: 

                                                                       x yG g gn i j k 
 :شود( نتيجه مي12بنابراين  از رابطه )

(14)                 2 2, , , 1x y

S D

F Af x y z d x y g g d 

    هاي زيرسدطحتدوان  ضدلعايدن حالدت مي درروش پارامتريijS را بدا بردارهداي تقريبدي*
uu r و*vv r  تقريدب زد

 ( . 11)شکل

 
 

 باشد، يعني :مي ijSالاض ع حاصل شده يک تقريب براي مساحت زير سطحزيبنابراين مساحت متوا

                                                                      * ** *( ) ( )u v u vu v u vr r r r 

 :آيد( به صورت زير در مي9با اين تعبير محاسبه انتگرال )

(15)    , , , , , , , u v

S D

Af x y z d f x u v y u v z u v dr r 

,است. اگر معادله ضمني uv-يک ناحيه در صفحه Dکه در آن ,g x y z c  و معادله صريح,y f x y  پدارامتري

 آيند. مي ( در15( به صورت حالت خاص از )14( و )13شوند، معادله )

 محاسبه انتگرال سطح                            

2انتگدددرال 2 2

S
x y z d کنيم، کدددهرا ارزيدددابي مددديS 2قسدددمتي از مخدددروط 2z x y  کددده توسدددط

 جدا شده است.  2zو 1zصفحات

 ( آمده است.12در شکل ) Dو تصوير آن Sرويه  : حـل

 

 الاضلاع تقريب المان با يک متوازي  -11شكل 

 

4مثال  
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  :اگر از صورت صريح استفاده کنيم 

,                                       
2 2 2 2

,
z x z y
x yx y x y

 

 ( داريم :14که با توجه به فرمول )

                                        

2 2 2

2 2
2 2

2 2 2 2
2 1

S

D

x y z d

x y
x y dA

x y x y

 

                                             ,2 22 2 x y dA 

 :شودکه با توجه به مختصات قطبي نتيجه مي

                                                         
2 2

2

0 1
r rdrd 

              
2 2

3

0 1

1
2 4 15

4 2
d r d 

■ 
  1نکته

 باشد.مي Sباشد، حاصل ارزيابي مساحت سطح رويه  1f(، 12اگر در انتگرال سطح )                

(16)                                 
S

d مساحتS 

 محاسبه سطح  رويه                       

2گونمساحت قسمتي از سهمي 2z x y 9که توسط صفحهz کنيم. شود را محاسبه ميبريده مي 

2با معادله Dي ديسک ( ناحيه ايجاد شده بالا13مطابق شکل )  : حـل 2 9x y  .قرار دارد 

 
 

 ( داريم :13لذا با  توجه به )

                       2 21 x y

S D

S d z z dA 

                                   2 21 4 4
D

x y dA 

(4شكل )  

 سطح مخروط محدود به  -12شكل 
 2zو 1z صفحهدو 

 

5مثال  

 
(5شكل )  

 گون محدودسطح بيضي  -13شكل 
 9z صفحهبا 
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2 3

2

0 0
1 4 37 37 1

6
r rdr 

■ 

 ارزيابي انتگرال روي سطح بسته                  

2انتگرال 2

S

x z d کهS  2سطح بسته توسط استوانه 2 1x z  0و صفحاتy 1وy  باشد، را محاسبه

 ماييم.نمي

 باشد.مي 3Sو 1S،2S( سطح ، يک سطح بسته است که اجتماع سه سطح14با توجه به شکل )  : حـل

 
 

 پس: 

1 2 3

2 2

2 2 2 2 2 2

S

S S S

x z d

x z d x z d x z d
 

 باشند، پس انتگرال سطح همان انتگرال دوگانه است.هر دو دايره مسطح مي2Sو1Sهايچون سطح

                           
1

2 1
2 2 2

0 0

2
3

S

x z d r rdrd 

                           
2

2 1
2 2 2

0 0

2
3

S

x z d r rdrd 

2تصوير نمود. چون نتيجه دايره xz-توان، در صفحهرا نمي 3Sسطح 2 1x z باشد به عبارت ديگر سطح با منحني تباه مي

که از  يا اينباشد، که در اين حالت يا  بايد به دو سطح تقسيم شود، نيز يک به يک نمي yzو xyشود. تصوير در صفحاتمي

 :اي داريممعادله پارامتري استفاده شود. در اينجا با  انتخا  مختصات استوانه

cos , sin , , 0 1 , 0 2x r z r y y r 

 :در اين صورت خواهيم داشت

| cos 0 cos |

sin 0 cos

r r r

r r

i j k

r r j 

 :پس

3

2 1
2 2 2

0 0

2
3

S

x z d r rdrd 

 :در نتيجه داريم

6مثال  

 

 سطح استوانه  محدود  -14شكل 
  1yو 0yبا صفحه 
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 2 2 2 2 2
2

3 3 3
S

x z d 

■ 
                                  هاي چندگانه باانتگرالCAS     

 توان از دستور انتگرال يک گانه به طور متوالي استفاده نمود.براي محاسبه انتگرال چندگانه مي                                                             

 (     Maple) در

           > int int x^2+ y^2,x , y ;                                                                                    

3 31 1
x y+ y x
3 3

 

دستورات مستقيم براي محاسبه انتگرال دو و سه studentشود. در بستهسه بار استفاده مي intبراي انتگرال سه گانه از دستور

 گانه موجود است. 

 (                        Maple) در      

                                                                                                            > with student 

>Doubleint x^2+y^2,x = -1..2, y = 0..3 ; 
2 3 2 2

1 0
x +y dxdy 

> value % 

36 

> Tripleint(x * y * z, z = x * y..x + y, y = x..3 * x, x = 0..2); 

0

2 3
xyzdzdydx

x x y

x xy
 

> value % 
896

9
 

 

  ( Mathematica)در 

  Integrate x^2+y^2, x, -1,2 , y,0,3             

36 

,Intgrate x * y * z, x, 0, 2 , y x,3x , z, x * y, x + y 

896
-
9
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  5. 5بخش هاي مجموعه تمرين

)خط انتگرال )انتگرال خط در صفحه( .1 , )
C
f x y ds هاي زير اي تابع و منحني متناظر داده شده در هر يک از حالترا بر

 محاسبه کنيد.

.a ( , ) xf x y ye وC : منحني با معادله پارامتري زير است 
2ln( 1) , 2arctan ,0 3x t y t t t 

b . 2( , )f x y x y وC (1,1)و (0,0)ره خط واصل بين نقطهپا. 

. c 
y

f x y
3/2 2

1

(2 1)
( , 2سهمي حاصل از تقاطع دو رويه  Cو ( 2 2z x y  1وx z  .باشد 

yراهنمايي :  t .را پارامتر در نظر بگيريد 

. d ( , )f x y xy وC قوسي است از هذلولي با بردار وضعيت زير: 

                 00 t t       ،cosh sinha t a tr i j 

e . 2 2( , )f x y x y نيو منحC .با معادله پارامتري زير 

  0 2t                ،
cos sin

sin cos

x a t t t

y a t t t
  

f . 2 2( , )f x y x y وC 2دايره 2x y ax باشد.مي 

 هاي فضايي داده شده حسا  کنيد.هاي خط نوع اول زير را در طول منحنينتگرالا )انتگرال خط در فضا( .2

.a 
2

2 2C

z
ds

x y
 بخشي از مارپيچ زير است. Cکه در آن

0 2t             ،z t    ،siny t   ،cosx t 

b . 
C
x y z ds2 2  بخشي از مارپيچ با تابع برداري زير است. Cکه در آن 2

        0 2t              ،cos sina t a t btr i j k  

.c 2

C
x ds ه در آنکC   0است :                    روبرودايرهx y z ،2 2 2 2x y z a 

 شده محاسبه کنيد.هاي زير را روي سطح دادههر يک از انتگرال. )انتگرال سطح( 3

S
x y z d.a کهS 2بر بخشي از 2 2x y z .در يک هشتم اول واقع است 

.b ln
S
zd کهS  2بخشي از سطح مخروط 2z x y  1است که 2z.است 

.c 
S
xzd کهS 2بخشي از سطحz x گونسهمي واقع در يک هشتم اول و داخلz x y2 21  است. 3

.d 
S
xd کهS 2/2بخشي از استوانهz x  2واقع در درون استوانه 2 1x y . است 

.e 
S
x y z d  که در آنS  0سطح مکعب 1x   ،0 1y .است 

 هاي زير مساحت رويه مشخص شده  را بيابيد.در هر يک از تمرين  )مساحت سطوح( .4

.a 1حاصل از قطع صفحه  ناحيهx y z  2به وسيله استوانه 2 1x y. 

.b  0اي که صفحهرويهy 2 گوناز سهمي 2 1x y z جدا مي ( رويه را بر صفحه راهنماييکند :-xz تصوير کني.)د 

.c  2آن قسمت از سطح مخروطي 2 2x y z  0که بين دو صفحهz 2و 3x z قرار دارند. 

.d  بخشي از رويهz xy 2که داخل استوانه 2 1x y .واقع است 


