
تعویض ترتیب انتگرال گیری 2.  5بخش                     
116 

 

 

 تعویض ترتیب انتگرال گیری 2. 5بخش  
 

sinxاگر در محاسبه یک انتگرال مکرر، انتگرال جزیي اول یک تابع غیر مقدماتي مانند dxx، 2sinx dx،2ye dy و غیره

 نماییم.ميباشد،  شانس خود را با تعویض ترتیب انتگرالگیری امتحان 

 محاسبه انتگرال دوگانه با تعویض اجباری ترتیب                             

21انتگرال مکرر  1

0

x

y
e dxdy كنیم.                                                                                                             را ارزیابي مي  

2xeاگر بخواهیم انتگرال را با همین ترتیب مشخص شده ارزیابي كنیم، محاسبه تابع اولیه   : حـل dx ممکن است، هرچند  غیر

(. یعني یک گام به 1ل را از روی كران انتگرال داده شده بیابیم )شک Dكنیم ابتدا ناحیهانتگرال موجود است. بنابراین سعي مي

 :گردیمعقب بر

                                                                           , 2 21 1

0

x x

y
D

Ae dxdy e d 

 :به طوری كه

   , | 0 1 , 1 ( , ) 0 1D x y y y x x y y x 

 
 :اییمنم( تنظیم مي2اكنون برای تعویض ترتیب انتگرال، جهت حركت را مطابق شکل )

                                          , | 0 1 , 0D x y x y x 

 
  

 ( برای ناحیه اول عمل كنیم.4سازد كه مطابق فرمول )این ما را قادر مي

                                                 2 21

0 0
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x x

D

e dA e dydx 
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■ 

 احيه نوع اول انتگرال با ن  -1شكل

 

 انتگرال با ناحيه نوع دوم   -2شكل

 

1مثال  
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 محاسبه انتگرال دوگانه با تعویض اجباری ترتیب                            

 انتگرال های زیر را محاسبه مي نماییم:

a .
1 2

2

0 2
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y
x dxdy                                                                                  b .31 1
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e dydx 

  : a) ) حل
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2 2

0 2
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D

x dxdy x dA 

 به طوری كه:

  , | 0 1 , 2 2 ( , ) 0 1
2

D
x

x y y y x x y y 

 داریم: پس با تعویض ترتیب انتگرال گیری

                                                              ( , ) 0 2,0
2

x
D x y x y    و 
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2 2 2 22
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  : b) ) حل

                                                                         3 31 1
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e dydx e dA 

 كه در آن:

2, | 0 1 , 1 ( , ) 0 1D x y x x y x y x y 

 اكنون با تعویض ترتیب انتگرال گیری داریم:

                                                             2( , ) 0 1,0D x y y x y    و 
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■ 

 گانه تعویض ترتیب  انتگرال سه                        

1انتگرال 1
0 0 , ,z
y f x y z dxdzdy را با ترتیبdydzdx نویسیممي . 

2مثال  

 

3مثال  
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  :( ، ناحیه مورد نظر به صورت زیر است3با توجه به شکل )  حـل :

1, , | , , 0E Dx y z y z x z 

 
 

1yمثلث  1Dكه z 0و 1y ( نش4است . اكنون برای تعویض ترتیب انتگرال ناحیه را به صورت شکل )دهیم ان مي

 :كه

2, , | , , 0E Dx y z x z y z 

 
 

1xمثلث 2Dكه z 0و 1x تصویر جسم در صفحه-xz این انتگرال با ترتیب مورد نظر به صورت زیر است. بنابر

 :شودتبدیل مي

1 1

0 0
, ,

z

x
f x y z dydzdx 
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 x-ناحيه حجمي در جهت محور  -3شكل

 

 y-ناحيه حجمي  در جهت محور  -4شكل
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   2. 5بخش های مجموعه تمرین

 

گیری انتگرال های زیر را به این ترتیب محاسبه كنید كه با معکوس كردن ترتیب انتگرالانتگرال)تعویض اجباری ترتیب(  .1

 معادلي بیابید و سپس از آن انتگرال بگیرید .
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را رسمم كمرده، تصمویرا را بمر Rگیریانتگرال در هر حالت ، ناحیه( yگانه با الویت. )تعویض ترتیب انتگرال سه2

باشد بیان  yگیری نسبت بهگانه را به صورت یک یا چند انتگرال مکرر كه اولین انتگرالنشان دهید. سپس انتگرال سه xy-صفحه

 دارید .

.a                               
1 1

0 0 0
, ,

x x y
f x y z dz dy dx 

.b                        
2 21 1

0 0 0
, ,

x y
f x y z dz dy dx         

را به صورت  ها زیر را رسم كنید. سپس این انتگرال های گیری انتگرالدامنه انتگرالگانه( )تعویض ترتیب انتگرال سه .3

 دیگر بنویسید . یک انتگرال مکرر معادل با ترتیب

.a                                                          
2

1 1 1
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x
dzdydx 

.b                                         
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x
f x y z dzdydx 

های زیر را ابتدا با ترتیب مشخص شده  محاسبه نمایید سپس با تعویض نیز انتگرال  ها با هر دو ترتیب()ارزیابي انتگرال. 4

 حل نمایید.
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