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ای محصهور در دامنهه تعریهن تن تهابع تمهنا مه. مهویم. انتگهرال هه متغيره بر ناحيهه چندن فصل با انتگرال توابع در ای

گانهه کاربردههای گسهترده چندگانه مشابه انتگرالهای معمول. توابع حقيق. یک متغيره تعرین مه. مهوند. انتگرالههای چند

روش محاسهبه تنهها را در مصتصها    گانه،چندرین انتگرالهای ای نسبت به انتگرالهای معمول. دارند. در این فصل ضمن تع

مطرح کرده و کاربرد تنها را برای محاسبه مسهاحت و حجهم ناحيهه ههای مصت هن  و استوانه ای و کروی قطب. و دکارت.

 بررس. م. کنيم. 
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  های چندگانهانتگرال   1. 5بصش   

   

 حجم و انتگرال دوگانه         

ان طوری که به بهانه محاسبه مساحت، اغلب تعریف انتگرال معین یگانه بنا می شود، در اینجا قصد داریم به بهانه محاسبه حجم هم

)و رویه Dحجم ناحیه محدود به مستطیل  Vیک جسم، به تعریف انتگرال دو گانه بپردازیم. فرض کنید  , )z f x y  که برای

)هر  , )x y ازD  ،( , ) 0f x y  ( هدف ما محاسبه حجم 1باشد. )شکلV است: 

                    2, , , | ,D a b c d x y a x b c y d 

 
 

 

a,کنیم، یعنتی بتاز های کوچتک تسستیم متیرا به مستتطیل D، مستطیلy-و محور  x-ی محوربا خطوط مواز b را بتهm 

i,1زیرباز  ix x   ابتتبا طتول/b ax m و بته طتور مبتابه فا تله,c d را بتهn  1زیتر بتاز,j jy y  بتا طتول

y/ ابت d c n های حا له  با مساحتکنیم. هر یک از مستطیلتسسیم میA x y را باijD دهیم. نمایش می 

*اکنون با اختیار نسطه نمونه دلخوا  *( , )i jx y ازijD توان بخبی از حجم محدود بته مستتطیلمیijD  و رویته,z f x y  را

-در راستای محور ijDشود، حجم مکعب مستطیل حا ل از امتداد سطح مستطیل( دید  می2زد. همانطور که در شکل )تسریب 

z عبارت است از* *( , )i j Af x y. 

 
 

 زیر تسریب نمود.مجموع ریمان دوگانه   توان بارا می V(  نمایش داد  شد  است  حجم3همان طور که در شکل )

(1)      * *

1 1

( , )
n m

i j
j i

V Af x y                

 حجم  بين رويه   -1شكل 
( ),z f x y و مستطيلD 

 

 

  حجم  يک مکعب مستطيل  -2شكل 
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شود. اکنون تعریف انتگرال دوگانه روی تر می( به حجم واقعی نزدیک1با افزایش تعداد تسسیمات، مجموع طرف راست تسریب )

 نماییم.ذکر شد  بیان میمستطیل را بر اساس مطالب 

 

 انتگرال دوگانه                                    

  :شوددر  ورت وجود حد به  ورت زیر تعریف می Dروی ناحیه مستطیلی fانتگرال دوگانه

(2)            * *
, 1 1

, lim ( , )
n m

i j
m n j iD

Af x y dA f x y 

*سطه دلخوا اگر ن *( , )i jx y درijD را گوشه طرف راست بالایijDیعنی ،,i jx y در نظر بگیریم آنگا  انتگرال دوگانهf  روی

 :شودبه  ورت زیر خلا ه می Dناحیه مستطیلی

(3)            
,

1 1

, lim ,
n m

i j
m n

j iD

f x y dA f x y A         

 حد مذکور هموار  موجود است.  Dروی ناحیه fدر  ورت پیوستگی

 

 هاانتگرال دوگانه روی ناحيه        

 

    ناحيه نوع اول  
1gشود، کهبه  ورت زیر نوع اول نامید  می 2از Dناحیه x   2وg x  در باز,a b  ( 4پیوسته هستند. )شکل 

                          1 2, | ,D x y a x b g x y g x 

 لذا داریم:

(4         )  2

1

( )

( )
, ,

b g x

a g x
D

ff x y dA x y dydx                 

 مجموع ريمان   -3شكل 

 

1 .5تعرین   
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   ناحيه نوع دوم  
1hاز نوع دوم به  ورت  زیرتعریف می شود، کته در آن Dناحیه  y  2وh y  توابتع پیوستته روی بتاز,c d باشتند. می

 ( 5)شکل

                      1 2, | ,D x y c y d h y x h y 

 پس:

(5           )    2

1

( )

( )
, ,

d h y

c h y
D

ff x y dA x y dxdy           

 

 
ان یا پیکتان در جهتت نمایم  به ترتیب یک المکه انتگرال دوگانه را روی ناحیه نوع اول یا دوم محاسبه می برای سادگی زمانی

گیریم. همچنین محتدود   حرکتت ایتن برای مبخص شدن منحنی ورودی و منحنی خروجی در نظر می x-یا محور y-محور

 شود.های انتگرال دوم مبخص میالمان یا پیکان با کران

 

 به انتگرال دوگانه روی ناحيه نوع اول محاس                          

2Dمسدار  Ax y d کهD 21ناحیه محدود بین منحنیy x  22وy x .می باشد را محاسبه میکنیم 

 ناحیه نوع اول است. D( واضح است که6با توجه به شکل )   : حل

 

 ناحيه نوع اول   -4شكل

 

 ناحيه نوع دوم   -5شكل

 

 ناحيه نوع اول   -6شكل

 

1مثال  

 



حساب انتگرال توابع چند متغیر  5فصل                     
108 

 

 

 

 متساطع هستند، زیرا: 1,2و 1,2دهند در نساطرا تبکیل می Dدو منحنی که ناحیه 

                 
2

2 2 2
2

1
1 2 1 1

2

y x
x x x x

y x
 

 :( داریم4بنابراین از رابطه )

                                      
2

2

1 1

1 2
2 2

x

x
D

Ax y d x y dydx 

2

2

1 12

21

32
15

x

x
xy y dx 

■ 
 

 مکرر  هایانتگرال      

با استفاد  از قضیه اساسی حساب دیفرانسیل و انتگرال و روش های انتگرال گیری، محاسبه انتگرال یگانه ساد  می گردد، انتگرال  

 وان به دو انتگرال یگانه جزیی با انتگرال مکرر محاسبه نمود.دوگانه را می ت

,روی مستطیل fفرض کنید تابع دو متغیر  ,D a b c d گیری جزیی نسبت به متغیرپیوسته باشد.  در انتگرالy  با فرض

 است، یعنی : x، حا ل انتگرال تابعی ازx ابت بودن

(6)                                            ,
d

c
A x f x y dy 

 شود، یعنی :حا ل می انتگرال مکرر، xگیری مجدد نسبت بهبا انتگرال

(7)          ,
b b d

a a c
A x dx f x y dydx     

d,یعنی انتگرال مکرر دیگر b
c a f x y dxdy توان به طور مبابه به دست آورد.را می 

 محاسبه انتگرال های مکرر                           

 کنیم.های مکرر زیر را محاسبه میانتگرال

      (a) 
2 3

2

1 0
x ydxdy                                                                                    (b)  

3 2
2

0 1
x ydydx                                                     

 باشد، یعنی :می yسپس نسبت به x: انتگرال جزیی، ابتدا نسبت به (a) : حهل

     
2

1

27
9 2
ydy

2 3 2 32 3
01 0 1

1
3

x
xx ydx dy x y dy 

(b)  :   در این قسمت ترتیب عکس قسمت(a) باشد .می 

                           
3

2

0

3 27
2 2
x dx 

3 2 3
2 2 2 2

10 1 0

1
2 yx ydy dx x y dx 

■ 

های جزیی گیری جزیی تأ یری روی جواب ندارد، ولی این نیز  همانند مبتقترتیب انتگرال سد کهربا توجه به مثال اخیر به نظر می

 باشد. قضیه زیر یک شرط برقراری آن را بیان می نماید.هموار  برقرار نمی

 

2مثال  
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 قضيه فوبين.                                  

,روی مستطیل fاگر ,D a b c d   پیوسته باشد آنگا: 

(8)            , , ,
D

d b b d

c a a c
Af x y d f x y dxdy f x y dydx 

 

 ترمحاسبه انتگرال دوگانه با ترتيب مناسب                       

1,2اگر  0,Dنماییم، انتگرال زیر را محاسبه می: 

sin
D

Ay xy d 

جزء است، بنابراین برای سادگی و با استفاد  از قضیه فوبینی  انتگرال بگیریم، نیاز به روش جزء به yبت بهاگر نخست نس  : حهل

 گیریم، یعنی :انتگرال می x( ابتدا نسبت به9)

                                  

2

0 1

2

0 1

sin sin

cos

D

y xy dxdy y xy dxdy

xy dy
 

                                             
0

cos2 cos 0y y dy 

■ 

 گانه و بالاترانتگرال سه         

همانند تعریف انتگرال یک گانه برای توابع یک متغیر  روی یک باز  ، انتگرال دوگانه برای توابع دو متغیر  روی یک ناحیه در 

ترین حالتت باشد. ابتدا ستاد گانه برای توابع سه متغیر  روی یک ناحیه حجمی در فضا میه فحه مختصات، تعریف انتگرال س

     گیریم.                                                                 تعریف شد  است را در نظر میEروی یک ناحیه مکعبی fکه

                   , , | , ,E x y z a x b c y d r z s 

 
 

Nمکعب را به  l m n نماییم، که این عمل با تسستیم بتاز زیر مکعب تسسیم می,a b بتهl  1زیتر بتاز,i ix x  بتا

c,، باز xطول d بهm  1زیرباز,j jy y با طولy  و باز,r s  بهn  1زیر باز,k kz z با طولz شود، انجام می

Vکه هر زیر مکعب دارای حجم  x y z اگر( . 7)شکل است* * *( , , )i j kx y z یک نسطه نمونه از زیر مکعبijkE  باشد

 .نمائیم ورت زیر تعریف میه به گانگانه را به  ورت حد مجموع ریمان سه(،  انتگرال سه8)شکل 

 

5.1قضيهه   

 

3مثال  

 

(1شكل )  

 افراز يک ناحيه مکعب مستطيلي  -7شكل
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 انتگرال سه گانه روی یک مستطيل                                     

 :شود ورت زیر تعریف میدر  ورت وجود حد به  Eروی مکعب fگانهانتگرال سه

(9        )* * *
, ,

1 1 1

, , lim ( , , )
l m n

i j k
l m n

i j kE

V Vf x y z d f x y z 

,کنیم که اگرمجدد تأکید می ,f x y z  یک تابع پیوسته باشد، حد فوق وجود دارد. همچنین  برای بعضی از توابع ناپیوسته نیز

 انتگرال موجود است.

,تواند هر نسطه از زیرمکعب باشد. اگر این نساط سمت راست، بالا و رو به جلو یعنینسطه نمونه می ,i j kx y z  ،انتختاب شتود

 شود.تر می( ساد 9فرمول )

                   
, ,

1 1 1

, , lim , ,
l m n

i j k
l m n

i j kE

V Vf x y z d f x y z 

 باشد. ورت زیر میدر اینجا نیز قضیه فوبینی یک روش عملی برای محاسبه انتگرال، با 

(10)                      , , , ,
E

s d b

r c a
f x y z dV f x y z dxdydz 

,با این فرض که ,f x y z روی ناحیه مکعبیE های مکترر بترای ارزیتابی انتگترال پیوسته باشد. پنج حالت دیگر از انتگرال

 شوند.گیری وجود دارد، که همگی با هم معادل می( با عوض نمودن ترتیب انتگرال10گانه همانند )سه

 گانه مکرر روی مکعب مستطيلمحاسبه انتگرال سه                      

2انتگرال

B
Vxyz d 0,1را روی مکعب 1,2 0,3B کنیم.ارزیابی می 

و  1,2در باز  yسپس نسبت به 0,1، درباز xتوان انتگرال را  محاسبه نمود. ما ابتدا نسبت بهبه شش طریق می   : حهل

 :پردازیمبه ارزیابی انتگرال های جزیی فوق می 0,3در باز  zدر نهایت نسبت به

 يک المان از ناحيه مکعب مستطيلي  -8شكل

 

4مثال  

 

5.2تعرین  
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3 2 1

2 2

0 1 0
B

Vxyz d xyz dxdz 

                                                                          
12 23 2

0 1
0

2

x

x

x yz
dyz 

                                                 
22 2 23 2 3

0 1 0
1

2 4

y

y

yz y z
dydz dz 

            
32 33

0
0

3 27
4 4 4
z z
dz 

■ 

   گانه را روی ناحیه کلی کرانداراکنون انتگرال سه  ک .گانه روی ناحيه انتگرال سهE نماییم. در فضا را معرفی می

باشد به طوری  Bیک تابع تعریف شد  در مکعب Fکنیم کهمحاط می Bرا در یک مکعب Eهمانند انتگرال دوگانه ناحیه

  :و خارج آن برابر  فر باشد. در این حالت  fبرابر Eروی Fکه

                                         , , , ,
E B

V F Vf x y z d x y z d 

 باشد، یعنی : از نوع یک یک ناحیه Eبرای ارزیابی عملی این نوع انتگرال نیز با این فرض که

                                         1 2, , | , , , ,E Dx y z x y u x y z u x y 

انتگرال  ( 9باشند. در این حالت مطابق شکل )است، پیوسته می xyدر  فحه Eکه تصویر Dروی ناحیه 2uو  1uکه در آن 

  :به  ورت 

(11)                     2

1

,

,
, , , ,

z u x y

z u x y
E D

V f Af x y z d x y z dz d 

یابد، که با اطلاعات کاهش می Dبه یک انتگرال دوگانه روی ناحیه z-از محاسبه انتگرال در جهت محور آید،که بعددر می

 حا ل از بخش قبلی قابل ارزیابی است. 

 ارزیاب. انتگرال سه گانه روی یک ناحيه ک .                           

گرالانت
E Vz d دهیم کهرا به یک انتگرال دوگانه کاهش میE  1ناحیه بین  فحات مختصات و  فحهx y z 

 است.

ز نوع یک در فضا در عنوان یک ناحیه ا اگر به (  ناحیه یک هرم تولید شد  با  فحات داد  شد  است.10مطابق شکل )  : حهل

  :(11است)شکل Dمثلث xy-نظر گرفته شود، تصویر آن در  فحه

(2شكل )  

 a -3شكل 

 يک ناحيه حجمي کلي  -9شكل

 

5مثال  
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1

0

z x y

z
E D

V Az d zdz d 

1 1
2

0 0

1 1
1

2 24

x
x y dydx 

                                              
 

■ 
  در فضا یک ناحیه  ناحيه نوع دوم و سومE زیر باشد است، اگر به  ورت نوع دوم  از: 

                  1 2, , | , , ( , ) ,E Dx y z y z v y z x v y z 

 :در این حالت داریم( 12اند )شکل(  پیوستهyz-در  فحه E) تصویر Dروی ناحیه 2vو  1vکه 

                   .2

1

,

,
, , , ,

x v y z

x v y z
E D

f x y z dV f x y z dx dA 

 
 

نوع یابد. به عهد  خوانند   که ناحیه ( کاهش میE)تصویر  Dحیهروی نا yz-خیلی سریع به یک انتگرال دوگانه در  فحه 

 را معرفی کند و ارزیابی انتگرال روی آن را بررسی کند. سوم

 گانه به دوگانه در ناحيه نوع سومکاهش انتگرال سه                           

2انتگرال 2
E Vdx z را کهE 2گونناحیه محدود به سهمی 2y x z 4 و  تفحهy باشتد، را بته یتک می

 دهیم.انتگرال دوگانه کاهش می

ک ناحیه نوع ستوم بته آن نگتا  کنتیم، تصتویر آن در عنوان ی شد  است. اگر به ( نبان داد 13ناحیه محدود در شکل )  : حهل

2داختل و روی دایتر  xz- تفحه 2 4x z استتت. بتا توجته بتته انتختاب ناحیته نتوع ستتوم، ورود در همته نستاط ستتهمی

2گون 2y x z 4و خروجی آن  فحهy است. پس داریم: 

 b -3شكل 

(4شكل )  

2يك ناحيه از نوع   

 ناحيه حجمي هرمي  -10شكل

 

 xy-تصوير ناحيه هرمي در صفحه  -11شكل

 

 ناحيه حجمي نوع دوم  -12شكل

 

6مثال  
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2 2

4
2 2 2 2

y

y x z
E D

V Ax z d x z dy d 

                                                  .2 2 2 24
D

Ax z x z d 

 
 

                توانید با تغییر به مختصات قطبی )بخش بعدی( به آسانی ارزیابی نمایید.این انتگرال را می

  ■                 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ناحيه حجمي نوع سوم  -13شكل
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   1. 5بصش های مجموعه تمرین

 انتگرال های دوگانه زیر را محاسبه کنید. دوگانه( )محاسبه انتگرال .1

.a  ( )
D

x y dxdy که در آنD  2حوز  ای است محدود به منحنی 2x y x y 

.b  
2

2 1R

xy
dA

x
که در آن  

3 3
:
0 1

y
R

x  

.c  2x y

R

xye dA  که در آن
0 1
:
0 1

y
R

x  

.d  cos
R

x ydA  که در آنR 21ناحیه واقع در ربع اول زیر منحنیy x  

 یر را حساب کنید.ز  های دوگانهانتگرال .2

.a   x y

D
e dxdyکه در آن ،, 1D x y x y . 

.b 2 2

D
x y dxdy که در آن ،D 1بخش کراندار ربع اول واقع بین دو هذلولیxy 2وxy و دو خط مستسیمy x 

4yو x . است 

D
xydA.c     کهD 2ناحیه محصور به 3y x وy x . است 

.d 
D
ydA کهD 1ناحیه واقع در یک چهارم اول و بالایxy ،y x 2و زیرy  .است 

.e 
3
22 2

D
x y dA کهD 0م اول و محصور به خطوطناحیه واقع در یک چهارy 3وy x  2و دایر 2 9x y 

 است.

  (زیر را محاسبه کنید) راهنمایی: انتگرالد  را به  ورت یک انتگرال بنویسید های انتگرال یگانه به دوگانه( )تبدیل انتگرال .3

.a    2 1 1

0
tan tanx x dx                                            .b              

0

ax bxe e
dx

x
 

.c      
1 1

0

tan tanx x
dx

x
                                             .d                

1

0 ln

a bx x
dx

x
 

 ر را محاسبه کنید.زی  گانههای سهانتگرال  .4

 .a 6
E

VxydکهE 1 واقع در زیر  فحهz x y 1هایو بالای ناحیه محصور بین منحنیx،0y وy x 

 است .  xy -در  فحه

.b 
E

Vxyd کهE 2,1و  0,1,0و 0,0,0چهار وجهی با رئوس,  است . 0,1,1و 0

.c 
E
Vzd کهE 2ناحیه محصور در استوانه 2 9y z  0و  فحاتx 3وy x 0وz  واقع در یک هبتم اول

 است .

.d 
E
VdکهE 2ناحیه محصور در استوانهx y  0و  فحاتz 1وx z. است 

.e 3sin( )
R

Vy dکه ناحیهR است. 0,1,1و 1,1,0،1,1,1، 0,0,0،0,1,0هرمی با رئوس 

3
1

R
V

x y z
d.fکهR 1ناحیه محصور به  فحاتz   ،2z ،0y ،y z ،0x وx y z .است 
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R
Vyd.gکتتتهR0بخبتتتی از ناحیتتته داختتتل مکعتتتتب , , 1x y z 1واقتتتع در بتتتالای  تتتفحهy z  و پتتتتایین

2x فحه y z . است 

.h 2
E

Vx zd که      { , , 0 2,0 2 ,0 }E x y z x y x z x 

i . انتگترال
R
dxdydz را محاستتبه کنید،کتته در آنR 2جستتم محتتدود بتته ستتطح 2z x y مختصتتات و  و ستته  تتفحه

1x فحه y است 

E
Vzd.j کهE 0ناحیه محصور به  فحاتy 0وz  2وx y 2و استوانه 2 1y z ر یک هبتم اول واقع د

 مختصات است.  

 

 

 

 


