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 مشتق های جزیی  4.2بخش 

 

را به دست می دهد. مشتق های توابع چند متغیره نسبت بهه  0xدر نقطه f، آهنگ تغییرات تابع0xدر نقطه fمشتق تابع حقیقی

 وع تر و جالب ترند، زیرا متغیرها می توانند به طریق مختلف بر یکدیگر اثر گذارند.تابع یک متغیره، متن

34به صورت تابع یک متغیرهرا كه  Rبه شعاع  ای ( حجم كره1مطابق شکل )
3V R در نظر بگیرید. به  ،معرفی شده است

ایجاد شده است، زمانی  Rدر شعاع Rبا مقایسه آن با حجم جدید كه با یک تغییر ناچیز Vمیاد آورید كه آهنگ تغییرات حج

24Sیعنی Rمساحت سطح كره به شعاع 0Rكه R باشد. یعنی اگر حجم كره در حال تغییر تحهت تهيثیر تغییهر می

 باشد.شعاع كره باشد، میزان تغییرات به اندازه مساحت سطح كره می

 
 

V,2حال تابع حجم استوانه را به صورت یک تابع دو متغیره  r h r h برحسب شعاعr اعو ارتفh  در نظر بگیرید )شکل

هم چیست؟  در ادامه به  با hو rیا اینکه  با تغییرات  h، تنها با تغییر r(. اگر حجم در حال تغییر باشد، میزان تيثیر تنها با تغییر2

 اینها خواهیم پرداخت.

 
 

 مشتق جزیی      
 

yبه یاد آورید كه تعبیر هندسی مشتق تابع یک متغیره  f x 0در نقطهx  همهان رهریب زاویهه خها ممهان برمنحنهی در ،

0نقطه 0,x f x 0كنون فرض كنید،باشد. امی 0,x y یک نقطه از دامنه تابع دو متغیره,z f x y  باشد، محل تقاطع

0yصفحه y با رویه,z f x y ( منحنهی3طبق شهکل  )0,z f x y 0اسهت،  مشهتق,z f x x نسهبت بههx 

 :باشدطبق معمول مقدار حد زیر در صورت وجود می 0xدر

                               0 0 0 0
0 0

0

, ,
, lim ,

h
x

f x h y f x y
f x y

h
 

0ر نقطهد xنسبت بهfمشتق جزییكه  0,x y شود. با تعبیر هندسی همان رریب زاویه خها ممهان بهر منحنهی نامیده می

0,z f x y 0در نقطهه 0,x y  ،0اسههت. و بهها نمادههای 0,f
x
x y،1 0 0,D f x y0یهها 0,xf x y  نیههز نمههایش داده

 شود.می

م کره تعبير هندسي اينکه مشتق حج -1شکل
 مساحت سطح جانبي آن است

 
 

 

 تعبير هندسي تغييرات حجم -2شکل
 استوانه نسبت به شعاع و ارتفاع
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0در نقطه yنسبت بهfمشتق جزییبه همین ترتیب  0,x y 0با ثابت گرفتنx x 0و تعیین مشتق معمولی در نقطهy  از

z,0بعتا f x y شود.تعریف می 

0 0 0 0
0 0

0

, ,
, limy

k

f x y k f x y
f x y

k
 

0و با نمادهای 0,f
y
x y،2 0 0,D f x y 0یا 0,yf x y ( تعبیر هندسی این مشتق نیز 4شود. مطابق شکل )نیز نمایش داده می

z,تقاطع رویه رریب زاویه منحنی حاصل از f x y 0با صفحهx x 0در نقطه 0,x y .است 

 
 

 نماییم. اكنون به طور خلاصه مشتقات جزیی توابع دو متغیره را تعریف می

 های جزیی توابع دو متغيرهمشتق                                   
)ی تابع دو متغیره برا , )z f x yهای جزیی توابع، مشتقxf وyf شوند :هستند، كه به صورت زیر تعریف می 

(1)                               
0

, ,
, lim ,x

h

f x h y f x y
f x y

h
 

(2)                                
0

, ,
, limy

k

f x y k f x y
f x y

k
 

0های جزیی مرتبه اول درنقطهارزیابی این مشتق 0( , )x y شود.به صورت زیر نمایش داده می 

                  
0 0 0 0

0 0 0 0
( , ) ( , )

( , ) , ( , )x y
x y x y

z z
f x y f x y

x y
 

)2توان آهنگ تغییرات حجم اسهتوانهاكنون با این نمادگذاری از مشتق می , )V r h r h را نسهبت بهه شهعاعr و ارتفهاعh 

 است، محاسبه نمود. 2hو 1rكهزمانی

                 1,2 1,21,2 2 4 , 1,2 2 2r hV Vrh r 

 تعبير هندسي مشتق -3شکل
 xجزيي نسبت به  

 
 

 

4 .4تعریف   
 

 تعبير هندسي مشتق  -4شکل
 yنسبت به  جزيي    
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باشد، چون نسبت به شعاع حجم با مساحت رات در جهت شعاع سریعتر از ارتفاع میملاحظه كنید، در این حالت خاص آهنگ تغیی

یابد. ولی نسبت به ارتفاع حجم به اندازه مساحت دایره قاعده استوانه در هر لحظه تغییر سطح جانبی استوانه در هر لحظه تغییر می

 كند.می

                      تعيين و ارزیابی مشتق جزیی مرتبه اول                   

2فرض كنید 2, 4 2f x y x y 1,1،  4. 4، با استفاده از تعریفxf 1,1وyf یابیم.را می 

  :ثابت است( yیریمگمشتق جزیی می xهای مشتق معمولی ) زمانی كه نسبت بهبا توجه به فرمول:  حل

                                                                                     , 2 ,xf x y x 

1,1بنابراین 2xf به همین ترتیب داریم: 

1,1( , ) 4 1,1 4 4y yf x y y f y 
■ 

 محاسبه مشتق جزیی مرتبه اول با کمک تعریف               

xf,0مقادیر y 0,وyf x یابیم، وقتی كهرا می: 

                                           
2

2 2 , , 0,0
,

0 , , 0,0

x y
x y

x yf x y
x y

 

 :( 1ه )باشد، طبق رابط 0yاگر :   حـل

 
2 2

0

2/ 0
lim
x

x y x y

x
 

0

, 0,
0, lim

0x
x

f x y f y
f y

x
 

                                            2 20
lim 0
x

xy

x y
 

 باشد، داریم : 0yحال اگر

                    
0 0

, 0 0, 0 0 0
0, 0 lim lim 0x

x x

f x f
f

x x
 

,y ،0بنابراین برای هر 0xf y0,.  به همین ترتیب برای محاسبهyf x0، اگرx:  

2 2 2

0

0
lim

/
y

x y x y

y
    

0

, ,0
,0 lim

0y
y

f x y f x
f x

y
 

                                        
2

2 20
lim 1
y

x

x y
      

 :شودنتیجه می 0xولی اگر

               
0 0

0, 0,0 0 0
0,0 lim lim 0

0y
y y

f y f
f

y y
 

 :بنابراین داریم 

                                                        1 , 0
, 0

0 , 0y

x
f x

x
            

  ■ 

         مشتق جزیی یک تابع  دو متغيرمشتق جزیی توابع بيش ازn  ،متغیره حقیقی مشابه یک تابع دو متغیره حقیقی

1نسبت به هر متغیر آن قابل تعریف است. یعنی برای محاسبه مشتق جزیی تابع با رابطه 2, ,..., nu f x x x نسبت به متغیرi- 

 شود. ام مشتق معمولی گرفته -iاست، بقیه متغیرها ثابت فرض شوند، و فقا نسبت به متغیرام آن كافی 

1مثال  

 

2مثال  
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 درستی تساوی به کمک مشتق جزیی تابع دو متغيره              

 

(a) اگر( , ) tan( )
y

f x y xy
x

2 ، آنگاه ثابت می كنیم: ( , )x yxf yf f x y  

 داریم: xرا به عنوان ثابت در نظر می گیریم، اكنون با مشتق گیری معمولی نسبت به  y، متغیر xfبرای محاسبه   :)a( حل

2
2

tan( ) ( )(1 tan ( ))x
y y y

f y xy
x xx

 

 لذا:

2 2tan( ) (1 tan ( ))x
y y

xf xy y
x x

 

 داریم: yرا به عنوام ثابت در نظر می گیریم و با مشتق گیری نسبت به x، متغیرyfب برای محاسبهبه همین ترتی

21
tan( ) ( )(1 tan ( ))y
y y

f x xy
x x x

 

 بنابراین:

2 2tan( ) (1 tan ( ))y
y y

yf xy y
x x

 

 اكنون خواهیم داشت:

2 tan( ) 2 ( , )x y
y

xf yf xy f x y
x

 

 

(b) اگر
2 2

1
z
x y

2، آنگاه نشان می دهیم: 
z z

x y z
x y

   

 می گیریم: xرا ثابت فرض كرده و مشتق معمولی نسبت به متغیر yابتدا متغیر   :(b) حل
2

2 2 2 2 2 2

2 2

( ) ( )

z x z x
x

x xx y x y
 

 می گیریم: yرا ثابت فرض كرده و مشتق معمولی نسبت به  xبه همین ترتیب متغیر 
2

2 2 2 2 2 2

2 2

( ) ( )

z y z y
y

y yx y x y
 

 اكنون با جمع آنها خواهیم داشت:
2 22 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2( )2 2 1
2 2

( ) ( ) ( )

x yz z x y
x y z
x y x y x y x y x y

 

■ 
 

  های جزیی مراتب بالامشتق  

 nههای جزیهی خهود تهوابعیمشتق جزئی مرتبه اول است، این مشهتق nمتغیره دارای nطور كه ملاحظه نمودید، یک تابعهمان

 شوند. نامیده می مشتقات جزیی مرتبه دوم تابعهای جزیی آنها در صورت وجود اند كه مشتقمتغیره حقیقی

شوند . در مورد تابع دو متغیره،  چهار مشتق جزیی مرتبه دوم وجود های جزیی مراتب بالاتر نیز تعریف میبه همین ترتیب مشتق

 شوند.دارد كه به صورت زیر نوشته می

3مثال  
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2 2

2
,xx x xy xx y

f f f
f f f f

x x y x x yx
          

2 2

2
,yy y yx yy x

f f f f
f f f f

y y x y y xy
          

)یا xyfنمادتوجه شود كه 
2f

x y
 شود.می مشتق جزیی گرفته yسپس از نتیجه نسبت به x( به این معنی است كه ابتدا نسبت به

 

 های جزیی مرتبه دوممحاسبه مشتق               

4فرض كنید 3 2 3,f x y x x y yیابیم.های جزیی مرتبه دوم را می، مشتق 

 های جزیی مرتبه اول داریم :با توجه به تعریف مشتق:   حـل

                         3 2 2 3 2, 4 3 , , 2 3x yf x y x x y f x y x y y 

 بنابراین :

3 2 2 2 2 3 2 2 24 3 12 6 , 4 3 6xx xyf x x y x xy f x x y x y
x y

 

3 2 3 3 2 22 3 2 6 , 2 3 6yy yxf x y y x y f x y y x y
y x

 

■ 

  جزیی هایقترتيب مشت  

xy( رابطه4هر چند در مثال )  yxf f   در تمام نقاط برقراراست. توجه داشته باشهید كهه ایهن مورهوع در حالهت كلهی برقهرار

 باشد.باشد، بلکه تحت شرایا خاصی برقرار است. مثال زیر دلیلی بر این ادعا مینمی

 های جزییاهميت ترتيب مشتق                  

0,0 دهیمبا رابطه زیر، نشان می fبرای تابع 0,0xy yxf f . 

                                           

2 2

2 2 , , 0,0
,

0 , , 0,0

xy x y
x y

f x y x y
x y

 

 توان نشان داد كه :با توجه به تعریف مشتق جزیی می :   حـل

                                                                   0, , , 0x yf y y f x x 
 بنابراین داریم :

0 0

0,0 0,0 0
0,0 lim lim 1,x x

xy
k k

f k f k
f

k k
 

     
0 0

0 ,0 0,0 0
0,0 lim lim 1y y

yx
h h

f h f h
f

h h
 

0,0ملاحظه می كنیدكه 0,0xy yxf f .برقرار است                                                        ■ 

4مثال  

 

5مثال  
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ساز شود. قضیه زیر گیری جزیی اهمیت دارد، و بدون توجه به آن ممکن است مشکلاز مثال بالا ملاحظه نمودید كه ترتیب مشتق

xyشرایا كافی برای برقراری yxf f  كند.را بیان می 

 

 های جزیی آميختهمشتق                                 

0شامل Dروی قرص باز fدو متغیره فرض كنید تابع 0,x y تعریف شده باشد، اگرxyf وyxf موجود و پیوسته باشند، آنگاه: 

0 0 0 0, ,xy yxf x y f x y 

  

 ایهای زنجيرهقاعده      

yپذیرتركیب توابع مشتق ای برای تابع یک متغیره مشتقبه خاطر آورید كه قاعده زنجیره f x وx g t باشد كه با می

كند ) است و به عنوان یک متغیر میانی عمل می tر مستقلپذیر ازمتغیبه طور غیر مستقیم یک تابع مشتق yاین عمل متغیر وابسته

 .(5شکل 

                                              (3)    .
dy dy dx
dt dx dt

                 

 

تحت تاثیر حرارت داده شده نسبت به زمان  r( یک گوی كروی به شعاع6به عنوان یک نمونه كاربردی فرض كنید مطابق شکل)

0منبسا شود، به این صورت كه شعاع با زمان  0.001r t r t  در حال تغییر باشد. اكنون اگر بخواهیم آهنگ تغییرات

 . باشدای كمک بزرگی میافزایش حجم گوی را در هر لحظه اندازه بگیریم قاعده زنجیره

 
 

 

 شود.در این حالت تابع چند متغیره در نهایت به یک متغیر مستقل وابسته می ای نوع اولقاعده زنجيره 

 

 ای توابع دو متغيرهقاعده زنجيره  حالت اول                                    

z,یک تابع دو متغیره با رابطه fاگر f x y باشد، و توابعx x t وy y t   هر دو برحسبt پذیر و مشتقxf 

 است و  tر نسبت به پذییک تابع مشتق zپیوسته باشند، آنگاه yfو 

(4)                dz f dx f dy
dt x dt y dt

 

4.1قضيـه   
 

اي تابعقاعده زنجيره -5شکل  
يک متغيره   

 
 

 

تعبير فيزيکي قاعده  -6شکل  
اي تابع يک متغيرهزنجيره  

  
 

 

 

4.2قضيـه   
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( آمهده 7( برای تابع یک متغیره است كه نمهودار آن در شهکل )3( شبیه قاعده زنجیره ای )4نحوه به دست آوردن معادله )

 است. 

 

 

 ایه زنجيرهبا قاعد محاسبه مشتق جزیی                   

2اگر 23z x y xy وsin2x t وcosy t ،باشند/dz dt 0را درt یابیم.می 

 :( داریم 4ای )با توجه به قاعده زنجیره   : حـل

                                                                            dz z dx z dy
dt x dt y dt
 

          2 22 3 2cos2 6 sinxy y t x xy t 

0:داریم 0tر، چون دنماییممتناظر را جایگزین  tعبارت برحسبyو xررورتی ندارد به جای sin 0 0x 

0و cos 0 1y بنابراین  ،: 

           
0

0 0 2cos 0 0 0 ( sin 0 ) 0
t

dz
dt
 

■ 
 در این حالت تابع چند متغیهره پهس از تركیهب بهه بهیش از یهک متغیهر وابسهته   ای نوع دومقاعده زنجيره

 شود.می

f,فرض كنید  برای نمونه  x y دمای نقاط داخل و روی یک دایره باشد. شاید ترجیح دهیم كهx وy   را به صهورت

دهند در نظر بگیریم. در ایهن صهورت دمها را بهه اط را به دست میكه طول و عرض جغرافیایی نق sو rتوابعی برحسب 

,صورت تابع مركب , ,f x r s y r s نماییم، یعنیبیان میf به طور غیرمستقیم بهr وs شودوابسته می . 

 

 
 

 :( داریم 4را ثابت در نظر بگیریم همانند معادله ) sحال اگر

                                                                         f f x f y
r x r y r

 

f/به طریق مشابه برای s .نیز برقرار است 

اي قاعده زنجيره -8شکل  
 نوع دوم تابع دومتغيره

 
 
 

 

 

6مثال  

 

اي يرهقاعده زنج -7شکل  
 نوع اول تابع دومتغيره
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 ای توابع دو متغيرهحالت دوم قاعده زنجيره                                  

z,فههرض كنیههد تههابع دو متغیههره    f x y ،xf وyf  موجههود و پیوسههته باشههند، و همشنههین مشههتقات جزیههی مرتبههه اول

,x x r s و,y y r s : موجود باشند، در این صورت داریم 

(5)           z z x z y
s x s y s

               ،z z x z y
r x r y r

 

باشهند. متغیرهای میانی می x،yمتغیر وابسته و zد، كه متغیرهای مستقل هستن sو rدر این حالت، سه نوع متغیر وجود دارد،

 نماید.( خیلی كمک می8برای به ذهن سپردن قاعده دوم نیز نمودار شکل )

 

 یابا قاعده دوم زنجيره محاسبه مشتق جزیی                     

sinxzاگر  e y 2وx sr،2y s r ،باشندrz وsz یابیم.را می 

 ( داریم : 5با به كار گیری  معادلات ) :  حـل

 

        2sin 2 cosx x
r

z z x z y
z e y rs e y s

r x r y r
 

       2 22 2 22 sin cossr srrse s r s e s r 

 :آید به همین ترتیب به دست می

        2sin cos 2x x
s

z z x z y
z e y r e y rs

s x s y s
                                   

2 22 2 2sin 2 cossr srr e s r rse s r 

■   
  توابع سه متغیره و به آسانی برای  4. 3و  3. 3ای در قضیه قاعده زنجیره ای برای توابع بيش از دو متغير قاعده زنجيره

 بالاتر قابل گسترش است.

 

 ای بررسی جواب معادله با قاعده زنجيره            

,اگر ,w f z y x z y x  كنیم:باشد ثابت می 

                                                                                    0
f f f
x y z

 

v, با تغییر متغیر میانی:  حـل x z u z y وw y x ( خواهیم داشت6ای )و استفاده از قاعده زنجیره : 

                                                         f f u f v f w
x u x v x w x

 

                     0 1 1u v w v wf f f f f 

4.3قضيـه   

 

7مثال  

 

8مثال  
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 به همین ترتیب با اعمال قاعده زنجیره ای و ساده نمودن داریم :

                                                  ,u w u v
f f

f f f f
y z

 

 :شودكه با جمع سه رابطه اخیر نتیجه می

        0v w u w u v
f f f

f f f f f f
x y z

 

■ 
 های ضمنیمشتق             

,ها در صفحه با معادله دكارتیخی از منحنیبر 0F x y  و یا برخی از سطوح در فضای سه بعدی به صورت معادله رمنی

, , 0F x y z های توان یک توصهیف كامهل از فرآینهد محاسهبه مشهتقای میشوند. با استفاده از قاعده زنجیرهتوصیف می

 د.رمنی ارایه نمو

,فرض كنید در رابطه رمنی 0F x y،y بهه عنهوان تهابعی ازx  باشهد، یعنهی, 0F x y x  بها اسهتفاده از قاعهده

 :ای داریمزنجیره

0
F Fdx dy
x dx y dx

, 

/با توجه به اینکه 1dx dx  و با فرض ،/ 0F yبه یاد آورید كه با حل معادله نسبت به ،/yd dx  داشتیم: 

     /
/

x

y

F F
F F

dy x
dx y

             

z,اكنون فرض كنید f x y به عنوان تابعی برحسبx وy  روی سطح, , 0F x y z باشد، یعنی برای همه,x y 

,،Fدر دامنه رابطه , , 0F x y z x y ای داریمباشد. با توجه به قاعده زنجیره: 

0
F F Fx y z
x x y x z x

 

1چون
x
x
0yو  

x
 :، پس

                          0
F F z
x z x

 

F/0اگر z باشد، این معادله نسبت به/z x شود. به همین ترتیبحل می/z y آید، بنابراین داریم به دست می:  

 

                             x

z

F

F

z
x

   

                            y

z

F

F

z
y

 

 

 محاسبه مشتق ضمنی             

z برای رابطه زیر
x
zو 

y
 :نماییمرا تعیین می 

                                                                  3 3 3 6 1x y z xyz 

 :فرض كنید :  حـل

                                            3 3 3, , 6 1F x y z x y z xyz 

9مثال  
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 داریم :رابطه بنابراین طبق 

                                   , 
2 2

2 2

3 6 2

3 6 2
x

z

F

F

z x yz x yz

x z xy z xz
 

                                     
2 2

2 2

3 6 2

3 6 2

y

z

F

F

z y xz y xz

y z xy z xy
 

■ 
 

  دیفرانسيل کل 

yبه یادآورید كه برای تابع یک متغیره f x پذیر درمشتقxنمو متغیر وابسته ،y توان به صورت زیر بیان نمودرا می: 

                                     y f x x x 

x. به این ترتیب با انتخاب 0آنگاه، 0xكه بوده، و زمانی xتابعی از كه در آن dx  به عنوان یک متغیر

 شود.به عنوان یک تابع دو متغیره به صورت زیر معرفی می yتواند اختیار كند، دیفرانسیلمستقل  كه هر مقدار حقیقی را می

 

               (6       ),dy df x dx f x dx         

حهداكثر تغییههرات  yكنیهد كهههدهههد. ملاحظهه می( را نشهان می df)یهها dyو دیفرانسهیل y( رابطهه بههین تغییهرات9شهکل)

yمنحنی f x وdy كهحداكثر تغییرات خا تقریب )خا ممان( زمانیx به اندازهx دهد.كند، را نمایش میتغییر می 

 
 

z,به همین ترتیب برای تابع دو متغیره مشتق پذیر f x yر وابسته،  نمو متغیz توان به صورت زیر بیان نمودرا می: 

(7)           1 2, ,x yz f x y x f x y y x y 

)توابعی از 2و 1كه در آن  , )x y كه  بوده، و زمانی( , ) (0,0)x y  ،1داشته باشیم 2و 0 . پس بها 0

x ههایانتخاب نمو dx وy dy  تواننهد اختیهار كننهد، بهه عنهوان متغیرههای مسهتقل ، كهه  ههر مقهدار حقیقهی را می

 شود.به صورت زیر تعریف می کلدیفرانسيل ( به عنوان df)یا dzدیفرانسیل

 

 دیفرانسيل کل                                

z,اگر f x y پذیر دریک تابع مشتق,x y  باشد، دیفرانسیل كلf كه  با نمادdf  شود، به صهورت زیهر می دادهنشان

 شود.تعریف می

(8                  ), , , , ,x ydz df x y dx dy f x y dx f x y dy 

تعبير هندسي ديفرانسيل -9شکل  
با نمو تابع يک متغيره   

 
 

 

 

5 .4تعریف   
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,تابعی از چهار متغیر dfتوجه كنید ,dx y x وdy باشد.می 

بههه ترتیههب بیشههترین تغییههر   dzو zشههود كههه( در سههه بعههد، مشههخ  می10( و شههکل )9بهها یههک مقایسههه بههین شههکل )

z,رویه f x y  كهو صفحه ممان است زمانی,x y 0از 0,x y 0به 0,x x y y .تغییر می كند 

 
 

 

 

 

 محاسبه دیفرانسيل حجم یک استوانه          

متر دقیق هستند. اگر حجم سانتی 0.02متر می باشد كه با اندازه سانتی 15متر و ارتفاع آن سانتی 10ای شعاع قاعده استوانه دایره

 ها محاسبه شود، خطای ماكزیمم و خطای درصد را به طور تقریبی پیدا می كنیم.با این اندازه

2Vای در ابتدای بخش به صورت تابع حجم استوانه دایره :   حـل r h معرفی شده است كهr شعاع وh  ارتفاع با واحد

 Vكه آسهانتر اسهت بهرای تقریهب Vdاست. ولی ما از Vمتر باشد. از تعریف دیفرانسیل مشخ  است مقدار دقیقسانتی

 كنیم.استفاده می

                           22
V V

Vd dr dh rhdr r dh
r h

 

 :داریم  0.02hو  0.02Vبا توجه به اینکه 

                22 10 115 0.02 10 0.02 8Vd 

38Vپس cm پس داریم:آیدی. چون خطای نسبی از تقسیم خطای مطلق بر مقدار واقعی به دست م ، 

                         2

8 2
0.0053

37510 15

V V

V V

d 

 درصد است. 0.53در نتیجه خطای درصدی نیز تقریباً

■ 

 محاسبه مقدار تقریبی به کمک دیفرانسيل کل              

2با استفاده از دیفرانسیل كل مقدار تقریبی   2 2(1.9) (2.01)  را محاسبه می كنیم. (0.9)

)( اگر 8همانند رابطه ):   حل , , )f x y z :یک تابع سه متغیره باشد، دیفرانسیل كل عبارت است از 

تعبير هندسي ديفرانسيل با نمو تابع دو  -13شکل
 yو xکنيد که ، زماني متغيره ، ملاحظه مي

سريعتر   dzو  zکنند، اختلاف به صفر ميل مي
 رسد، يعني ،   به صفر مي
             

1 2z dz x y 
به صفر  yو xوابسته به 2 و 1که  

 ميل کنند.

10مثال  

 

11مثال  
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                                                                                        x y zdf f dx f dy f dz 

2ون با فرض اكن 2 2( , , )f x y z x y z  و
0

0

0

2

2

1

x

y

z

 داریم: 

                                                                 0.1, 0.01, 0.1x y z 

 بنابراین:

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 1
( , , ) 3 ( 0.1) (0.01) ( 0.1) 0.06

3 3 3
( , , ) 3 0.06 2.94

x y z
f x y z

x y z x y z x y z

f x y z

f x y z

 

■ 

 

 کاربرد دیفرانسيل کل                  

و  2.9سانتی متر است، اگر شهعاع قاعهده را بهه  4سانتی متر و ارتفاع آن  3قاعده یک بلبرینگ با شکل استوانه مستدیر شعاع 

 كل تغییر حجم بلبرینگ را به دست می آوریم.سانتی متر تغییر دهیم، میزان  4.2ارتفاع  آن را به 

 می دانیم شعاع قاعده یک بلبرینگ از رابطه زیر محاسبه می گردد: :   حـل

                                                                  2V r h 
 پس با استفاده از دیفرانسیل كل داریم:

                                             V V
dV dr dh

r h
 

 لذا:
22

(3, 4) (2 .3.4)( 0.1) .9(0.2) 0.6

dV rhdr r dh

dV
 

 سانتی متر مکعب كاهش می یابد. 0.6یعنی حجم بلبرینگ به اندازه 

■ 

 

                استفاده ازCAS  
  این فرض كه در محیابا  محاسبه مشتق جزییCAS  3تابع 2, 2g x y x y xy  معرفی شده است، از

 نماییم .دستورات زیر برای محاسبه مشتق جزیی استفاده می

<                                                                                                                         (     Maple) در diff g x, y ,x,x ;                                                                                    

6x 
> subs x = 1, y = 1, eval % ; 

6 

D                                                                                                                              (       Mathematica) در g x, y ,x                                                                                              

12مثال  
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23x - y 

D g x, y ,x, y 

-1 
D g x, y , x,2 

6x 
Derivative 2,0 g 1,1 

6 
 

    توانید از دستورات مستقیم نیز برای ها با مشتق جزیی میرم افزارها علاوه بر فرمولدر این ن  ای و ضمنیمشتق زنجيره

 ای و رمنی استفاده نمایید.محاسبه مشتق زنجیره

<                                                                                                (      Maple)در g := (x, y) -> f(x^2 - y^2, x * y)                                

> simplify(D[1, 2](g)(x, y)) 
2 2 2 2 2

1,1 1,2

2 2 2 2 2
1,2 2,2

2 2
2

-4yD (f)(x - y , xy)x - 2D (f)(x - y , xy)y

+2D (f)(x - y , xy)x + xD (f)(x - y , xy)y

+D (f)(x - y , xy)

 

 

<                                                   (                                                    Maple)در f := x^3 - y^2 - 2 * y/z = z^2;                                                 

> implicitdiff f, y x, z , x ; 
2

3

x yz
-3

x - z - 2
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 4.2های بخش مجموعه تمرین

 

  بید.بیا در صورت وجود مشتق های جزیی مرتبه اول توابع چند متغیره زیر را( محاسبه مشتقات جزیی. )1

a. 2f( , ) = e yx y x                      b.3 33f( , ) =x y x y          c .f( , , ) = ln ( + - 3 )x y z x y z 

d .

2 22
,

f( , ) =
0 ,

x y
x y

x y x y
x y

 

 مشتقات جزیی مرتبه دوم توابع زیر را بیابید. (محاسبه مشتق های جزیی مرتبه دوم. )2

a .2 3( , , ) xyzf x y z xy z e    b .2( , ) sin (3 4 )f x y x y   c .2( , , ) ln( )f x y z xy z 

 .  yیا اول xشود ، اولگیری سریعتر انجام می با كدام ترتیب مشتق xyfمحاسبه های جزیی()تعویض ترتيب مشتق. 3

.a  , /f x y y x y                .b , lnf x y x xy  

 با فرض  های جزیی موجود ولی ناپيوسته()مشتق .4 

                          2 2

2
, , 0,0

,
0 , , 0,0

xy
x y

f x y x y
x y

 

 موجودند. yfو  xfپیوسته نمی باشد ولی  (0,0)نشان دهید تابع در 

,فرض كنید كه)شرط برقراری جواب(  .5 ax byz u x y e   0وyxuهای. برای ثابتa وb : مقادیری بیابید كه 

                                       
2

0
z z z

z
x y x y

 

)sinفرض كنید ) برقراری جواب (  .6 )
y

z y
x

 ، نشان دهید: 

                                   
2 2 2

2 2

2 2
2 0

z z z
x xy y

x yx y
 

)arctanاگر ) برقراری جواب (  .7 )
x y

w
y x

 آنگاه نشان دهید: 

                                             0x yxw yw 

,تابع  ام( -n)قضيه اویلر در باره تابع همگن درجه .8 ,f x y z  همگن درجهn-شوداگر عدد صحیح ام نامیده می

 معادله زیر برقرار باشد: tو zو  x،yموجود باشد كه به ازای تمام مقادیر nثابت

                                          , , , ,nf tx ty tz t f x y z 

.a  فرض كنید كه تابع همگن درجهn-  ام, ,f x y z:پیوسته و مشتقات جزیی پیوسته دارد نشان دهید ، 

                                         f f f
x y z nf
x y z

 

.b  2برای تابع 2 2( , , ) sin xy yz
x y z

f x y z  دهید:نشان 
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                                             0
f f f

x y z
x y z

 

2lnاگر ای نوع اول(.)قاعده زنجيره9 1x t t ،ty e 2 وz xy ،/dz dt  0در راt.محاسبه كنید 

1tanاگر ای نوع دوم(. )قاعده زنجيره10 u
vz 2باu x y 3وv x y عبارت ،/z x .را محاسبه كنید 

2اگر ای نوع دوم(. )قاعده زنجيره11 2 2z u v uv باcosu r وsinv r مقدار ،/z r  را محاسبه

 كنید.

z,اگر .)معادله لاپلاس در مختصات قطبی(12 f x y های جزیی مرتبه دوم پیوسته داشته ومشتقcosx r 

sinyو r نشان دهید: 

                      
2 2 2 2

2 2 2 2 2

1 1z z z z z

x y r r r r
 

 توابع زیر را بیابید.. دیفرانسيل کل 13

a .( , ) sintu t e                b .( , ) ln(2 3 )u x y cx y                c.2 2 2( , , ) ln .w x y z x y z  

 به كنید.زیر را محاس مقدار تقریبی. 14

a .2 2 2 2(5.05) (3.1) 5 3                                                    b .2 2 2 2sin((1.05) (0.95) ) sin(1 1 )   

 c.2 2 2(3.02) (1.97) (5.99)  

ی را های جزیهشهرط وجهود مشهتق های خواسته شهده را بیابیهد.داده شده، مشتق تبرای هر یک از معادلاضمنی(  مشتق).15

 مشخ  نمایید.

.a y  3در معادله 4 2xy x y . 

.b y  در معادلهy xx y . 

.c yz  2در معادله 3 xz
z xy

y
   . 

.d xz وyz  3در معادله 3 32 3 2 3 0x y z xyz y . 

.e  xu،yuوzu  در معادلهxyue zu  . 

xz.fوyz 2را در معادله 2 2, 0x y z x y z   بر حسب, ,x y z و مشتقات جزییx وy. 

 


