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هاي فيزيكي اغلب  ببه دو يبا داشتيم. اما در جهان واقعي كميت تا كنون با حساب ديفرانسيل و انتگرال يك متغيره سروكار

بيشتر از دو متغير وابسته هستند، بنابراين در اين فصل حساب ديفرانسبيل را از تواببع يبك متغيبره حقيقبي ببه تواببع چنبد 

 شوند.دهيم، كه در عمل بيشتر از توابع يك متغيره ظاهر ميمتغيره حقيقي تعميم مي

تر دارنبد، خم تراز و رويه تراز، حد، پيوستگي و مشتق آنها را براي توابع دو متغيبره كبه تعمبيم سباده و برد،مفاهيم دامنه  

 دهيم. سپس اين مفاهيم به سادگي براي توابع سه متغيره و بالاتر قابل تعميم است. توسعه مي
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 توابع چند متغيره حقيقي   4.1بخش 

 

و  rدارند که در آنها بیش از یک متغیر مستقل وجود دارند، برای نمونه حجم استوانه ای به شعاع قاعده بسیاری از توابع وجود 

2Vعبارت است از  hارتفاع  r h  که می توان حجم .v بعی از دو متغیر را به عنوان تاr  وh  .در نظر گرفت 

)هر نقطه از صفحه را با زوج مرتب  , )x y  2و نقاط صفحه را با {( , ) , }x y x y  و هر نقطه از فضا را با سه

)نایی مرتب  , , )x y z  3و فضا را با {( , , ) , , }x y z x y z  نشان می دهیم. لذا توابع دو متغیره را به صوورت
2:

( , )

f

x y z
)با ضابطه   , )z f x y  و توابع سوه متغیوره را بوه صوورت

3:

( , , )

f

x y z w
تعریو  موی  

 متغیره حقیقی تعمیم داد. nابعکنیم. به همین ترتیب می توان آن را به تو

 

 دامنه و برد توابع چند متغيره       

نشان داده و  fDمجموعه تمام نقاطی که تابع چند متغیره در آنها تعری  می شود را دامنه آن تابع چند متغیره می نامیم و آن را با 

1ر حقیقی مجموعه تمام مقادی 2( , , , )nf x x x که رویfD  تعری  شده اند را برد تابع چند متغیرهf  .می نامیم 

z,را به صورت  fیک تابع دومتغیره حقیقی باشد ضابطه fاگر f x y طوری که بوه هور نقطوه از دهیم بهنشان می

 (.1شود )شكل نظیر می به نقطه منحصر به فردی از fطبق ضابطه 2در fدامنه

 

 

 تعيين دامنه توابع دو متغيره                      

 کنیم.را ارزیابی می g(3,2)و  23f,یابیم ودامنه توابع زیر را می

   (a)        1,
1

x y
f x y

x
                       (b)       2, lng x y x y x 

 به صورت زیر است.  fنه تابعدام (a) حبل :

                                            , | 1 0, 1fD x y x y x 

1yبالا و روی خط  fبنابراین دامنه تابع x 1است که خطx ( .2حذف شده است )شكل  از آن 

 

 

  

 

 

 

هر نقطه از دامنه متناظر  -1شکل  
 بايک نقطه از برد

 
 

 

 fدامنه تابع  -2شکل
 

 

 

1مثال  
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3 2 1 6
3,2

3 1 2
f 

 (b) دامنه این تابع عبارت است از: 

 2, | 0gD x y y x 

2xنقاط سمت چپ gDکه y  نیز یک نقطه از دامنه 3,2( است.  و چون3شكل )مطابقg  است، پس 
23,2 3 ln 2 3 3 ln1 0g 

 
 

 
■  

 تابع و برد تعيين دامنه                     

 یابیم.برد توابع زیر را میدامنه و 

(a)   2 2, 1f x y x y                               (b)  
2 2 2

1
, ,

4
g x y z

x y z
 

  .برای تعیین برد ابتدا باید دامنه تابع را مشخص نمود : (a) حل :  

                                                    2 2, | 1 0fD x y x y 

مجموعوه زیور  fاست. بنوابراین  بورد 1( مجموعه نقاط درون و روی دایره به مرکز مبداء و شعاع 4مطابق شكل ) fپس دامنه

 :باشدمی

                            2 2| 1 , ,f fR Dz z x y x y 

 
2 یووووا ریشووووه دوم zاز طرفوووی چووووون 21 x y    همووووواره میوووور منفوووی اسووووت، پووووس داخوووول و روی دایووووره فووووو

2داریم 20 1 1x y  شود. از رابطه اخیر نتیجه می:                                                                    

                                                                        2 20 1 1x y 

 است. 0,1بازه  fبنابراین برد

(b) :g یک تابع سه متغیره است و دامنه آن عبارت است از:  

                                     2 2 2, , | 4 0 ,gD x y z x y z 

 gدامنه تابع  -3شکل
 

 

 

 fدامنه تابع -4شکل
 

 

 

2مثال  
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 است. برد این تابع با توجه به   3یعنی دامنه آن خارج کره به شعاع 

             
2 2 2

1
| , , ,

4
{ }g gR Dw w x y z

x y z
, 

y,است. چون فقط اگر یكی از متغیرهای  ,0بازه x یاz از  .کند، مقدار تابع به صفر میل خواهد کردنهایت میل به بی

,طرف دیگر اگر نقطه  ,x y z  .از خارج کره به مرز کره نزدیک شود، مقدار تابع به بی نهایت میل خواهد نمود 

■ 
 نمودار توابع چند متغيره حقيقي        

شاهده رفتار یک تابع، به خصوص تابع دو متغیره، در نظر گرفتن نموودارش موی باشود. نموودار توابع دو یكی از روش ها برای م

,مكان هندسی نقاط fمتغیره ,x y z است که  3در, fx y D  و( , )z f x yابع سوط  . نموودار امبوب توS روی

 (  5می باشد. )شكل Dدامنه

 
 

 

2گردیم، نموداربر می  (a)قسمت  (2اکنون به مثال ) 21z x y باشد. واض  است ( می6کره بالایی مطابق شكل )نیم

2روی دایرهکه دامنه آن داخل و  2 1x y است. 0,1و برد آن بازه 

 
 

 برای رسم نمودار تابع دو متغیرههاي تراز  مجموعه,z f x y  دو راه متداول است، یک راه این است که نمودار

z,تابع  f x y در فضا در نظر گرفت، که در فصل اول در باره طریقه رسم آنها به اندازه کافی بحث  اییهرا به عنوان رو

 است. شده

,متغیوره  برای توابع سه هاي ترازرويهرا رسم کنیم، به خصوص  آن هاي ترازخماینكه راه دیگر  ,u f x y z  کوه

قورار  4از توابع سه متغیره در فضوای Sبعدی است و نمودار هان ما سهتجسم نمودار آن میر ممكن است، به این دلیل که ج

 با یک بعد کمتر شاید مفید باشد.  تراز هايمجموعهگیرد. در حالت کبی برای تحبیل توابع بیش از سه متغیره تعری  می

 

 fنمودار تابع دو متغيره -5شکل
 

 

 

نيم کره بالايي -6شکل  
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 مجموعه تراز                                  

  یک عدد ثابت حقیقی باشد، مجموعه نقاط cمتغیره و nیک تابع fاگر

|ncS S f cx x 

,شوووود. بوووراینامیوووده می cوابسوووته بوووه ثابوووت fمجموعوووه توووراز , 2f x y c n و بووورای تبببراز منحنبببي ،

, , , 3f x y z c n شود.نامیده می رويه تراز 

باشند. ولی این که رسم اینها نیز با دست مشكل میدهیم، با این توضی تراز ارایه می یاههای تراز و رویهاکنون چند مثال از خم

آوری کامپیوتر رسم کند. به هر حال امروزه استفاده از فنتر از آنها برای افراد آشنا با ریاضی ایجاد میک توصی  سادهعمل ی

 .است است، که دانستن آن برای هر دانشجویی میر قابل اجتنابتر نمودهنمودارها را آسان

 هاي تراز خم  رسم               

,با ضابطه fبرای تابع 1f x y x y کنیم.را رسم می های تراز آنخم 

1zباشد، که نمودارآن یک صوفحه مایولیک تابع خطی می fتابع حل :  x y ازای هور اسوت. بوه 3در فضوای

1تراز، خط منحنی cمقدار ( )y x c  در صفحهxy ( چند منحنی تراز آن رسم شده است.7باشد. در شكل )می 

 

■ 

 هاي ترازبه كمك خم هارسم رويه                     

z,نمودار توابع زیر با ضابطه  f x y کنیم. های تراز رسم میرا به کمک منحنی 

   (a)  : 2 2z x y                         b) :)22 22 , 0x y z z z 

2منحنوی توراز دایوره  0cازایتهوی اسوت. ولوی بوه 0cکوه cهای تراز با مقدارمنحنی  : (a)حبل  2x y c  بوه

تراز را نشان  هایتراز تابع فو  و سط  تابع حادث شده از منحنی ( چند منحنی8به مرکز مبداء مختصات است. شكل ) cشعاع

 باشد.ای میهگون دایردهد. ملاحظه کنید که شكل همان سهمیمی

 
 

1 .4تعريف   
 

هاي تراز يک صفحهخم -7شکل  
 

 

 

گونهاي تراز سهميخم -8شکل  
 

 

 

3مثال  

 

4مثال  
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)(b:  های ترازمنحنی,z f x y c  0باc 22 های، دایره 22x y c c  0به مرکوز,c 2و شوعاعc 

 شده است.( نشان داده10تراز در شكل ) هایط  تابع حادث شده از منحنیتراز تابع فو  و س ( چند منحنی9. در شكل )باشندمی

                                                    

 

■ 

 

 هاي ترازبه كمك رويه 4تحليل نمودار در                   

2ضابطهبا  fنمودار تابع 2 2, ,f x y z x y z کنیم.های تراز آن تحبیل میرا به کمک رویه 

توان به طور تحبیبی رسم را می های آنتوان به طور مستقیم تجسم نمود، اما مقطعرا نمی 4نمودار تابع فو  در فضای :  حبل 

 عبارت است از : cهای تراز با مقدارنمود. رویه

                                           2 2 2, , | ,cS x y z x y z c 

 تهی است.  0cیازایک نقطه در مبداء و به 0cازای، بهcای به مرکز مبداء و شعاعکره 0cازایکه به

■ 

 رسم هاي كامپيوتري 

باشد، ولی با استفاده از امكانات پیشرفته امروزی به پذیر نمیدر حالت کبی رسم نمودار یک تابع دو متغیره حقیقی به راحتی امكان 

تووان تر رسم نموود و از روی رفتوار نمودارهوای سوه متغیور میتوان آنها را راحتمی CASخصوص سیستم جبر کامپیوتری

 ارایه شده است. Mapleاطلاعاتی از خود تابع بدست آورد . نمودار چند تابع دو متغیره حقیقی با استفاده از

 

 

 

 

 

 

                                                        

 

  

هاي تراز يک رويهخم -9شکل  
 

 

 

هاي تراز رويه حاصل ازخم -10شکل  
 

 

 

3 ايچندجمله يهنمودار رو 23xyxz نمودار رويه  
2 22 2 1- -( ) x yx y ez 

  نمودار رويه
2 2

2 2

sin x y

x y
z 

5مثال  
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 حد و پيوستگي توابع دو متغيره        

باشد، بسیار اهمیت دارد، که تووان ساز تعری  حد میکه زمینه x0در همسایگی نقطه xfبررسی رفتار یک تابع چند متغیره

دهد. این تعری  مانند تعری  متناظر یره افزایش میدرک ما را در مطالعه دو مفهوم اساسی دیگر، پیوستگی و مشتق توابع چند متغ

تری باشد، جز اینكه در این مورد باید متغیرهای بیشتری در نظر گرفته شوند، به این دلیل بحث متنوعدر مورد تابع یک متغیره می

خلاف توابع یک متغیره که مسیر نزدیک شدن به یک و بالاتر بر 2چون تعداد مسیر میل کردن به یک نقطه در خواهیم داشت.

 تر است. برای بررسی دقیق حد به چند مفهوم نیاز داریم.باشد، بحث برانگیزنهایت مسیر مینقطه فقط از سمت چپ و راست بود بی

 مجموعه باز   
 :، بازه باز0rبه شعاع 0xمسایگی نقطهباشد، ه یک نقطه از خط 0xهرگاه

          0 0 0 0| ,rN x x x x r x r x r 

0rNاز بازه 0xباشد و همسایگی محذوف متناظر از حذف نقطهمی x ( .11شود )شكلایجاد می 

 

 

0اگر  0,x y 0باشد، همسایگی نقطه 2یک نقطه در صفحه 0,x y 0به شعاعr  قرص باز 

2 22
0 0 0 0, , :rN x y x y x x y y r 

*همسايگي محذوفباشد که می
0 0,rN x y0، با حذف نقطه 0,x y ( .12شود )شكل از همسایگی متناظر حاصل می 

 
 

نهایت مسیر می توان ( که فقط دو مسیر چپ و راست دارد از بی11( ملاحظه کنید که بر خلاف بازه باز در شكل )12در شكل )

0به نقطه 0,x y  در همسایگی محذوف*
0 0,rN x y .نزدیک شد 

 

 حد توابع دو متغيره                                      

*یک همسایگی محذوف  یک تابع دو متغیره باشد که در  fفرض
0 0,N x y باشد. گوییم حد,f x y  زمانی که,x y 

0به 0,x y کند برابرمیل میL نویسیم است و می: 

(1)          
0 0, ,

,lim ,
x y x y

Lf x y 

x,ازای هر موجود باشد به طوری که به 0عدد متناظر 0اگر برای هر عدد y داشته باشیم: 

بازه باز محذوف  -11شکل  
 

 

 

 همسايگي محذوف -12شکل
0نقطه 0( , )x y  

 
 

 

2 .4تعريف   
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         2 2
0 00 , Lx x y y f x y   

 

 

 اثبات وجود يك حد با تعريف                    

 :دهیم که با تعری  حد نشان می
                                                                  

, 0,1
lim 4 8 8

x y
x y 

  :وجود دارد به طوری که 0، 0باید نشان دهیم که به ازای هر  2. 4طبق تعری   :   حبل

       220 0 1 4 8 8x y x y 
 با توجه به 

              ,22 20 0 0 1x x x y 
 و

             ,  2 221 1 0 1y y x y 
 :شودنتیجه می

                             
4 8 8 4 0 8 1

4 0 8 1

4 8 12 .

x y x y

x y 

0، آنگاه با ا نتخاب12پس اگر قرار دهیم  اثبات کامل است. 12

■ 

  ورت وجود حد در ص  2. 4با توجه به تعری    هابه كمك مسير  حد عدم وجود بررسيL مقادیر تابع روی هر ،

0از دامنه به سمت نقطه Cمسیر 0,x y  به حدL (.15کنند )شكل میل می 

 
0به سمت نقطه 2Cو 1Cپس اگر فقط دو مسیر 0,x y یافت شود، به طوری که 

ه هندسي حد تابع دو متغير توصيف -14شکل  
 

 

 

هاي مختلف حديمسير -15شکل  
 

 

 

6مثال  
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1 2
0 0 0 0

1 2
, , , ,

lim , lim ,
C C

x y x y x y x y

L Lf x y f x y 

1ازای مسیرهای مختب  باشد. با این تذکر که، حتی اگر بهبرقرار باشد، حد موجود نمی 2L L  برقرار شود، دلیبی برای وجود

 اشد.بحد نمی

 عدم وجود حد به كمك حد مسيري                     

2دهیم که نشان می 2,
xy

f x y
x y

 باشد.موجود نمی 0,0در نقطه 

yو 0yست دو مسیرا ( فقط کافی16مطابق با شكل ):  حبل x گذرند را در نظربگیریم. روی می 0,0ه از نقطهک

 داریم: 0yمسیر با معادله خط

                                              
2, 0,0 0

0
lim , lim 0

0x y x
f x y

x
 

yدیگر، روی خط ولی از مسیر x : داریم 

                                         
2

2 2, 0,0 0

1
lim , lim

2x y x

x
f x y

x x
 

1چون  باشد.، پس حد موجود نمی02

 
■ 

 

 عدم وجود حد به كمك حد مسيري                     

دهیم که حدنشان می
2

2 4, 0,0
lim

x y

xy
x y

 باشد.موجود نمی 

y( مسیرهای خطی17ابق شكل )اگر مط :   حبل mx : را انتخاب کنیم، داریم 

    
( , ) (0,0)

2 3 2

2 4 4 4 2, 0,0 0 0

lim ( , )

lim , lim lim 0
1

x y

x mx x x

f x y

m x xm
f x mx

x m x m x

 

توان ادعا کرد حد موجود و برابر صفر است. با باشد، با این وجود نمیوابسته نمی mنهایت مسیر خطی با شیبهرچند نتیجه به بی

2x( روی مسیر سهمی 17ررسی با سعی و خطا، مطابق شكل )کمی ب y خواهیم داشت : 0,0)میرخطی( گذرنده از 

                                            
2

4
2

4 40, 0,0

1
lim , lim

2yy y

y
f y y

y y
 

1چون  باشد.د موجود نمیشود که حنتیجه می 02

روي دو  مسير  حدهاي مختلف -16شکل
 خطي مختلف 

 
 

 

7مثال  
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■ 
  1يادداشت        
بینی )ادعا( باید از دست آید، برای اثبات پیش به Lتوجه کنید که اگر با امتحان مسیرهای مختب  نتیجه ارزیابی یكسان و برابر 

 تعری  حد استفاده نمود.

  عمليات جبري حد 

در مورد توابع یک متغیره موجود است به طور مشابه بورای توابوع دو متغیوره  و چنود متغیوره بوا قضایای جبری در مورد حد که   

 . گسترش برقرار است

   پيوستگي توابع دو متغيره             

)هماننووود پیوسوووتگی یوووک توووابع یوووک متغیوووره، توووابع دو متغیوووره     , )f x y  0در نقطوووه 0( , )x y  پیوسوووته اسوووت هووور گووواه

0 0( , ) ( , )
lim ( , )

x y x y
f x y موجود و برابر مقدار تابع( , )f x y 0در نقطه 0( , )x y :باشد. به عبارت دیگر 

 پيوستگي توابع دو متغيره                                   

f,تابع x y 0طهدر نق 0,x y از دامنهf  شود، اگرپیوسته نامیده می 

0 0
0 0

, ,
lim , , ,

x y x y
f x y f x y 

fDو روی ناحیه  D پیوسته است، اگرf 0در هر نقطه 0,x y ازD .پیوسته باشد 

 

 بررسي پيوستگي تابع دو متغيره                    

 

پیوستگی تابع 

2

4 4

2 3
( , ) (0, 0)

( , )

0 ( , ) (0, 0)

y xy
x y

f x y x y
x y

 بررسی می کنیم. (0,0)را در نقطه  

yبا انتخاب مسیر  :   حبل mx :داریم 

( , ) (0,0)
2 2 2 2

4 4 4 4, 0,0 0

lim ( , )

2 3 2 3
lim , lim

1

x y

x mx x

f x y

m x mx m m
f x mx

x m x m

 

 پیوسته نیست. (0,0)متفاوت می باشد، لذا تابع فو  حد ندارد، پس در نقطه  mکه جواب حد فو  به ازای مسیرهای مختب  

■ 

هاي خطي صفر حد روي مسير -17شکل
 است ولي روي منحني غير صفر است 

 
 

 

3 .4تعريف   
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 بررسي پيوستگي تابع دو متغيره                    

 پیوسته است. 2دهیم که تابع زیر روی کلنشان می

2 2

3 3
, , 1,1

,
2

, , 1,1
3

y x
x y

y xf x y

x y

 

)در محاسبه حد تابع  : حبل , )f x y :داریم 

( , ) ( 1,1)

2 2 2 2 2, 1,1 , 1,1 1

lim ( , )

( )( ) 1 2
lim lim lim

3( )( ) 1

x y

x y x y y

f x y

y x y x y x y

y x y xy x y xy x y y

 

)لذا حد تابع  , )f x y  2موجود و برابر

3
)است که این با مقدار   , )f x y  در نقطه( )برابر است، پس تابع  (1,1 , )f x y  در نقطه

(  پیوسته است. (1,1

■ 
 

 

 

                     استفاده ازCAS  
 بع یک متغیره درهمانند توا تعريف توابع چند متغيرهMaple وMathematica شوند.تعری  می 

<                                                                                          (  Maple) در f : x,y x^2 - y^2 / x^2+y^2 ;                                            
2 2

2 2

x - y
f := x, y - >

x + y
 

f                                                                            (     Mathematica) در  x_, y_ = x^2 - y^2 /x^2 + y^2)                            
2 2

2 2

x - y

x + y
 

استفاده  1.4های ارایه شده در انتهای بخشتوانید از دستورمی که  باشد،ها میهمانند رسم رویه وابع دو متغيرهرسم ت

 باشد.های تراز آن میدر عمل رسم منحنی های تجسم یک رویهراه نمایید. همانطور که بیان شد یكی از

 (Maple)در 

> contourplot(-5 * x/(x^2 + y^2 +1), x = -3..3, y = -3..3, filled = true) 

 شود.جایگزین می contourplot3dدستورهای تراز روی رویه برای نمایش منحنی Mapleدر

 (    Mathematica) در 

   ContourPlot[-5x/(x^2+ y^2+1), {x, - 3, 3}, {y, - 3, 3}];         

10مثال  
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 این نرم افزارها حول نقطه حدی بررسی نمود. برای توان با دستورهای رسم می را توابع دو متغيره حد و پيوستگي

f,نمونه شكل تابع  x y های مستقیم نیز ها دستورافزار دهد که تابع در مبداء حد ندارد. همچنین در این نرمدر حاشیه نشان می

 برای بررسی حد موجود هستند.

<                                                                                                             (    Maple) در limit(f x, y , x = 0, y = 0 ;                                                          

undefined 

                 (         Mathematica) در

    > Limit f x, y , x 0, y 0                                                                                                                

به جای نقطه حدی استفاده  Mathematicaدر Infinityو Mapleدر infinityنهایت ازبرای بررسی حدود در بی

 شود. می
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 4.1هاي بخش مجموعه تمرين

 زیر را بیابید.  دامنه توابع  .1

.a                                            2 2 2 2, 1 ln(4 )f x y x y x y    

.b                                                                   2 2 2, , ln(25 4 )f x y z x y z 

.c                  2 2 2 2 2 2, 16 2 4 8 ln( 1)f x y x y z x y z          

 زیر را بیابید.. برد توابع 2

 .a                                                                            2
, x yf x y e               

.b                                                                                2 2, 36 9 4f x y x y 

.c                       2, , ln( )f x y z x x y z                                          
 رسم نمایید، سپس از روی شكل دامنه و برد  هر یک را از روی نمودار مشخص نمایید.زیر را  . نمودار توابع3

 .a                                                                                , 1f x y x y     

.b                                                                                                  2, 1f x y x 

.c                                 2 2, 36 16f x y x y                                                                         

 سم کنید .توابع زیر را بیابید و برخی از آنها را ر هاي ترازمنحني . 4

.a                                                                                   2 2, 2f x y x y    

.b                                                                                                      
2 2

,
y

f x y
x y

 

.c                                                                                                     21
,f x y x

y
 

.d 2              :در مختصات قطبی 2

2
, , 0,0

,
0 , , 0,0

xy
x y

x yf x y
x y

 

22، معادله  0zبا فرض این که هاي تراز()توصيف رويه با منحني . 5 24z x z y z ،z  را به عنوان تابعی

 های تراز این تابع را ترسیم کنید و نمودار تابع را توصی  نمایید .کند. تعدادی از منحنیمعرفی می yو xاز

 توابع زیر را توصی  نمایید .  ح ترازسطو .6

   , , 3f x y z x y z    .b               2 2 2, ,f x y z x y z  .a      

, ,f x y z x y z  .c      

 با استفاده از تعری  حد ثابت نمایید. )اثبات حد با تعريف( .7

  2 2

( ) ( )2,1,
lim ( ) 3
x y

x y.a                3 3

( ) ( )1,1,1, ,
lim ( ) 2

x y z
x y xyz z  .b     

 حد دارند یا نه. أمشخص کنید که توابع زیر در مبد با ذکر دلیل ) وجود حد(. 8

.a  
3 2

2 2

x xy

x y
     .b  

3 2

2 2

x y

x y
    .c  22

9

6

x y

x y
      .d  

2 2

3 3

x y xy

x y
 

 

 باشند )با ذکر دلیل ( .شان پیوسته میمشخص کنید که توابع زیر در چه نقاطی از دامنه تعری  )پيوستگي توابع( .9
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.a    

2

3 3
, ( , ) (1, 1)

,
1

, ( , ) (1, 1)
3

x xy
x y

x yf x y

x y

.b              
2 2

,
,

,

x y
x y

f x y x y
x y x y

 

.c   
2

2 4
, ( , ) (0,0)

,
0 , ( , ) (0,0)

x y
x y

f x y x y
x y

                      

ثابت کنید، هرگاه  ()حدود مكرر .10
, ,

,lim
x y a b

Lf x y و هر دو حدود یک بعدیlim ,
x a
f x y وlim ,

y b
f x y 

 وجود داشته باشند، آنگاه حدود مكرر موجود و با هم برابر هستند،یعنی :

                  lim[lim , ] lim[lim , ]
x a y b y b x a

Lf x y f x y 

0xفرض کنید، اگر  حدود مكرر( حد با.)بررسي عدم وجود 11 y،,
x y
x yf x y : نشان دهید که 

         
0 0

lim lim , 1[ ]
x y

f x y        ،
0 0

lim lim , 1[ ]
y x

f x y 

f,(، نتیجه بگیرید که10از تمرین ) x y 0در,  کند.به حدی میل نمی 0

 فرض کنید  كافي وجود حد نيست( شرط حدود مكرر )برابري.12

 22 2 0x y x y    ،
2 2

22 2
,

x y
f x y

x y x y
 ( همیشه درست نیست، یعنی 10نشان دهید عكس تمرین ) 

0 0 0 0
0lim[lim , ] lim[lim , ]

x y y x
f x y f x y 

f,ولی  x y  وقتی, (0,0)x y .به حدی میل نمی کند 

 کنید :( فرض شرط لازم وجود حد نيست برابري حدود مكرر) .13

                                          
1

sin , 0
,

0 , 0

y
yf x y

y

x
 

,نشان دهید که وقتی 0,0x yآنگاه ،, 0f x y  ،ولی 

                                   
0 0 0 0

lim[lim , ] lim[lim , ]
y x x y

f x y f x y 

 ( تناقض ندارد.10توضی  دهید، چرا این با تمرین )

1نشان دهید که برای تابع باشند()وجود حد با اينكه حدود مكرر موجود نمي .14 1, sin sinx yf x y x y  هر

 دو حد مكرر

           
0 0

lim lim ,
x y

f x y                   و
0 0

lim lim ,
y x

f x y  

موجود نیستند ولی  
, 0,0
lim , 0

x y
f x y  . 

 شود.پیوسته می 3تابع زیر در تمام نقاط rبه ازای چه مقادیری از )شرط برقراري پيوستگي( .15

2 2 2
, , , 0,0,0

, ,

0 , , , 0,0,0

rx y z
x y z

x y zf x y z

x y z
 

 


