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 ، انحنا و تابTNBدستگاه 3.3بخش 

 

باشد، چون ها در صفحه میدر فضا دارای آزادی حرکت بیشتری نسبت به منحنی Cای روی یک منحنی مانندمسیر حرکت ذره

اب بخورد. در عمل برای بررسی تواند همزمان به بالا یا پایین نیز تمسیر حرکت در فضا علاوه بر پیچ خوردن به چپ یا راست، می

کنند. اگر نماییم که همراه با منحنی در فضا حرکت میتر وضعیت مسیر حرکت اجسام سه بردار دو به دو متعامد را معرفی میدقیق

 دهند.های آنها موجود باشند اطلاعات سودمندی درباره مسیر حرکت به دست میاین سه بردار و مشتق

 

 TNB دستگاه         

 باشد : یکانی بر منحنی در هر نقطه می بردار مماسیک منحنی فضایی باشد، در اینصورت بردار زیر  trفرض کنید

            (1)       t
t

t

r
T

r
                      

 عمود است. در نتیجه بردار یکانی Tبر بردار مماس T( پس1Tیکانی است )یعنی Tچون بردار مماس

               (2  )t
t

t

T
N

T
                       

 شود.منحنی نامیده می قايم اولمود است که بردار ع Tبر 

 
 

 عمود است. Nو Tهمچنین با توجه به خاصیت ضرب خارجی، بردار یکانی زیر بر بردارهای

(3)          t t tB T N           

دهند، به تشکیل می 3که یک پایه برای فضای Bو T،Nتایی(. سه1ی معروف است )شکل منحن قايم دومکه به بردار 

 معروف هستند.کنج فرنه یا  TNBدستگاه 

  

                       يک منحنی TNBتعيين دستگاه                      

 یابیم :برای منحنی زیر را می TNBدستگاه

                             cos cos 2 sint t t t t tr i j k 

 یابیم.ابتدا مشتق تابع برداری را اندازه آن را می : حل

1 sin 1 sin 2 cos , 2t t t t tr i j k r 

 ( داریم : 1با استفاده از رابطه )

       1
1 sin 1 sin 2 cos

2

t
t t t t

t

r
T i j k

r
 

دستگاه مختصات متحرک    -1شکل  
 

 

 

1مثال  
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 کنیم : محاسبه می Nبرای تعیین عمود اول، یعنی tاکنون مشتق بردار مماس و اندازه آن را در هر نقطه

1 2
cos cos 2 sin ,

2 2
t t t t tT i j k T 

 برابر است با :  t( در هر نقطه2در نتیجه قایم اول از رابطه )

              1 1
cos cos sin
2 2

T t
N t ti tj tk

T t
 

 آید :به دست می tو در نهایت قایم دوم در هر نقطه

                                                                      t t tB T N 

              1
1 sin 1 sin 2 cos

2 2
cos cos 2 sin

t t t

t t t

i j k

 

       1 sin 1 sin cos

2 2 2

t t t
i j k 

■  

 

 انحنا و تاب        

درباره چگونگی حرکت ذره به ما  اطلاعات خوبی TNBتر رفتار حرکت یک ذره در فضا، دستگاه متحرکبرای بررسی دقیق

باشد. ملاحظه خواهید نمود که این دو پارامتر یک ارتباط جالب می و تاب kدهد. دو رفتار مهم در هر نقطه از منحنی، انحنامی

 کنند.ایجاد می Bو T،Nتایینیز بین سه

 انحنا  

دهد، از شود به عبارت دیگر منحنی با چه سرعتی تغییر جهت میبرای بررسی اینکه ذره تا چه اندازه به چپ یا راست متمایل می

 کنیم.استفاده می خميدگییا  انحناتعریف 

شود که ( نتیجه می1پارامتری نمود. به این ترتیب از رابطه ) sدارتوان نسبت به فاصله جهترا می rمعادله پارامتری با Cمنحنی

 بردار مماس یکانی به صورت زیر است :
d s

s
ds

r
T 

بر صفحه قایم  Tدهد. چون بردار مماس، آهنگ چرخش صفحه قایم، انحنا یا خمیدگی منحنی را میCاز منحنی Pدر هر نقطه

 (2عمود است، تعریف معادل زیر را برای انحنا داریم )شکل 

 
تعبير هندسي انحناء    -2شکل   
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 خميدگی منحنی انحنا يا                                   

 شود. یعنی :، انحنا یا خمیدگی نامیده میsدارنسبت به فاصله جهت T، اندازه آهنگ چرخشCاز منحنی Pدر هر نقطه

d

ds

T
k 

 ای داریم :شود. از قاعده زنجیرهجایگزین در فرمول فوق شود، انحنا آسانتر محاسبه می tامتراگر پار

/
,

/

d dtd d dt d

ds dt ds ds ds dt

TT T T
k 

dstبا توجه به رابطه
dt

r : داریم 

(4       )
t

t
t

T
k

r
                       

 

 محاسبه انحنا                 

 است.  a/1همواره ثابت  aدهیم که انحنا یک خط صفر و انحنا یک دایره به شعاعنشان می

( مساله به طور طبیعی برقرار است. برای خط با معادله برداری 4( و شکل )3با توجه به شکل ) : حل

0 0 0t x at y bt z ctr i j k  : داریم 

        
2 2 2

t a b c
t

t a b c

r i j k
T

r
 

 ( انحنا عبارت است از : 4که با توجه به رابطه )

2 2 2

0
0

t
t

t a b c

T
k

r
 

 

 
 برای یک دایره در صفحه با معادله برداری 

                                                        cos sinr t a t b ti j 
 داریم : 

sin cos
sin cos

t a t a t
t t t

at

r i j
T i j

r
 

 ( انحنا برابر است با ثابت: 4از رابطه ) 1tTبنابراین با توجه به اینکه

انحنا  خط راست صفر است  -3شکل  
 

 

 

5 .3تعريف   

 

2مثال  
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                                                                 1t
t

at

T
k

r
 

 
 

■  
  1داشت ياد        

 آید:یک منحنی از رابطه زیر به دست می شعاع انحنا 

                                    1/k                      

  2يادداشت        

 trانحنا يک منحنی بر حسب 
 عبارت است از : trانحنا یک منحنی داده شده با تابع برداری

         3

t t
t

t

r r
k

r
        

 تاب 
معروف  تابباشد که اغلب به همان یکی دیگر از اطلاعات ارزشمند در حرکت یک جسم در فضا، میزان تاب خوردن آن می

 است.

 

 تاب منحنی                                    

 شود. یعنی :تاب نامیده می sدارنسبت به فاصله جهت B، آهنگ تغییر جهت بردار قایم دومCاز منحنی srدر هر نقطه

(5     )             
d

ds

B 

 

  3ت يادداش    

  trتاب يک منحنی بر حسب 

 عبارت است از: trترین فرمول برای محاسبه تاب برحسب تابع برداریمتدوال

(6)    2

.r r r

r r
             

انحنا  دايره ثابت است  -4شکل  
 

 

 

6 .3تعريف   

 



توابع برداری 3فصل                   
62 

 

 
 .0شود کهعلامت طوری انتخاب می

تفسیر خمی که در صفحه قرار داشته باشد، تاب آن صفر است. یا به طور عکس خمی که تاب آن صفر باشد، به این معنی  با این

 ( ثابت است.5است که در یک صفحه ثابت در فضا قرار دارد، چون بردار قایم دوم آن طبق )

 

 محاسبه تاب                      

 آوریم :ت میای زیر را به دستاب مارپیچ دایره

cos sint t t tr i j k 

 : واضح است که  حل

sin cost t tr i j k 

  cos sint t tr i j 

   sin cost t tr i j 
 همچنین داریم : 

sin cos 1 sin cos 2

cos sin 0

t t t t

t t

i j k

r r i j k r r 

 و

                        2 2

sin cos 1

. cos sin 0 cos sin 1

sin cos 0

t t

t t t t

t t

r r r 

1( تاب برابر6مول )سپس طبق فر
2

 است. مشخص بود که این حرکت منظم تاب ثابتی داشته باشد. 

■  
 

 

استفاده ازCAS 
 

 رفتار آن پرداخت.معرفی و به تجزیه و تحلیل  Mathematicaو  Mapleتابع برداری را میتوان در محیط 

 

                                                                                                                                                                                ( Maple)در

   

>R := t- > cos t , sin t , t ;                                                                       

>map lim,R t , t = 0 ;  

1, 0, 0  

>map diff,R t , t ;  

-sint, cost,1  

3مثال  
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> with plots :  

> spacecurve[R t , t = 0..4 *Pi ;  

 

 رسم می شود. Mapleک مارپیچ فضایی در محیط که به این ترتیب ی

 

 (                                                                  Mathematica) در

 

R t_ = cos t , sin t , t ;                 

  limit[R t , t 0  

1, 0, 0  

  ParametricPlot3D[R t , t,0,4pi  
 

R t  
-sint,cost,1  

توان به محاسبه طول مسیر پیموده شده ، سرعت ، شتاب  همچنین  ات و دستورهای ارایه شده در  بردارها میبا توجه به این دستور

 پرداخت.    TNBمحاسبه تاب، انحناو کنج 
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 3.3های بخش مجموعه تمرين

 

 را بیابید. Bو T،Nتاییهای زیر سهدر تمرین . )کنج فونه(1

a .2در 22 2
, , 1, ,1
3 3

t t t tr                          b.در, sin , cos 1, 0,1t t tt e e t e tr  

نشان دهید که اگر مولفه قایم شتاب یک ذره در حال حرکت صفر باشد مسیر حرکت خط راست  . )حرکت با شتاب صفر(2

 است.

 حنا منحنی زیر را بیابید.انحنا و شعاع ان 0aاگر (s. )انحنا و شعاع انحنا يک منحنی بر حسب3

                             cos sin
s s

a a
a a

r i j 

 های زیر بیابید.را در تمرین . انحنا4

a.2t t tr i k                                                         b.2sin ,5 ,2cost t t tr  

xثابت کنید، یک منحنی در صفحه با معادله پارامتری نحنا در صفحه(. )فرمول پارامتری ا5 f t وy g t  دارای

3                                                 انحنا زیر است.
22 2

xy yx

x y
k 

sinxپس انحنا منحنی t t وcosy t t .را بیابید 

 های زیر بیابید.های داده شده در تمرینرا برای منحنی . تاب6

a.sin cos 2t tt e t e tr i j k             b.
3 3
2 2

4 4 1
1 1

9 9 3
t t t tr i j k  

  0tهای زیر دردر مورد خم و T،N ،B ،kمطلوب است . )کنج فرنه انحنا و تاب(7

a.2sin cos sin cost t t t tr i j k              b.sin2 cos2 2t t tt e t e t er i j k 

c.6sin2 6cos2 5t t t tr i j k  

زیر در هر نقطه برابر rنشان دهید که انحنا و تاب منحنی . )منحنی با انحنا و تاب برابر(8
2

2 t te e .هستند 

                                                 2t tt e t er i j k 

مایلی،  4به سمت هدف نامعلومی در حرکت است، فقط موشک در 0vیک موشک با تندی ثابت وشک(. )موشک و ضد م9

برابر روی چه منحنی هم صفحه با مسیر  3یک لحظه رویت شده دوباره ناپدید شده است، در همان لحظه ضد موشک با سرعت 

 موشک اصلی شلیک شود تا موشک را خنثی کند.

xشکل یک جاده در یک محدوده با توجه بهه شهیب زمهین آن طهوری اسهت کهه بهه ازای طرح جاده و ريل(  ) .10 0  ،

y xو به ازای   0 1 ،y x 2باشد. در محدوده می 1- x0 ای از کمترین درجهه با چندجمله y f x  چگونهه

 ها  انحناء جاده را در این محدوده احساس نکنند.ساخته شود تا ماشین

   برابر باشند.  fوf ،fبا توجه به فرمول انحناء در نقاط ناپیوستگی باید طرفین با  راهنمايی :


