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 حساب ديفرانسيل توابع برداری 3.2بخش 

توانند توصیف حرکت اجسام در فضا باشند. در این بخش با کمک حساب دیفرانسیل در بخش قبلی دیدید که توابع برداری می

 آیند.ها در فضا به دست میهای جالبی از رفتار این حرکتتوابع برداری، توصیف

 حد و پيوستگی توابع برداری       

 تعریف نمود. 0tای متناظر در نقطهتوان با حد توابع مولفهرا می 0tد یک تابع برداری در نقطهح

 

 حد توابع برداری                                  

,اگر ,t f t g t h tr  : یک تابع برداری باشد آنگاه 

(1  )        
0 0 0 0

lim lim , lim , lim
t t t t t t t t

t f t g t h tr 

0tدر نقطه rیعنی حد تابع برداری t0ای متناظر در نقطه، با حد توابع مولفهt شود.تعریف می 

 

 محاسبه حد يک تابع برداری                  

حد
0
lim
t
r t کنیم در صورتی که را بررسی می 

                                     
23 sin

1 t t
r t t i te j k

t
 

 داریم :  3.1با توجه به تعریف  : حل
23

0 0 0 0

sin
lim lim 1 lim limt

t t t t

t
t t te

t
r i j k 

                                           oi j k 

■ 
 پيوستگی توابع برداری                               

0tدر نقطه rتابع برداری t از دامنه پیوسته است، اگر حدtr 0درt t  موجود باشد 

(2)                    
0

0lim
t t

t tr r 

در  rشود که یک تابع برداریپیوسته است اگر در هر نقطه از بازه پیوسته باشد. از این تعریف نتیجه می Iدر بازه rتابع برداری

0tنقطه t  0های متناظر در نقطهوفقط اگر مولفهپیوسته است اگرt t ( 1پیوسته باشند. برای مثال تابع معرفی شده در مثال )

sint، چون در این نقطه مؤلفه سوم، یعنی0tجا پیوسته است به جز نقطههمه
t

مگر اینکه این باشد با وجود حد، پیوسته نمی 

 مولفه به صورت زیر تعریف شود

         
sin 0

1 0

t tth t
t

 

 

2 .3تعريف   

 

3 .3تعريف   

 

1مثال  
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 مشتق توابع برداری         

شود، تغییرات تابع برداری شامل با توجه به اینکه در عمل، مکان جسم متحرک در هر لحظه با تابع برداری نمایش داده می

 توان آنها را بررسی نمود.های برداری میباشد، که به کمک مفهوم مشتقمیاطلاعات مهمی از قبیل سرعت، شتاب و غیره 

 

 مشتق تابع برداری                               

 :شودبا شرط وجود حد، به صورت زیر تعریف می rمشتق تابع برداری

(3               )
0

lim
h

t h tdr
t

dt h

r r
r 

 بير هندسیتع 
tو trوضعیت بردارهای Qو P(، اگر1مطابق شکل )  hr باشند بردارPQ  نمایش بردار

t h tr r r به منحنی نمو تابعr 0باشد و برایمیh بردار
h
r بردار همسو روی منحنی در نقطهQ  است

 گویند.نیز می بردار مماس گیرد، به این دلیلر میقرا Pبر روی خط مماس در نقطه 0h(، که اگر2)شکل 

                                          
                                                                                                

 rهایتر بر حسب مؤلفهقضیه زیر یک روش معادل سادهباشد، ( مشکل می3محاسبه مشتق توابع برداری با روش مستقیم با فرمول )

 دهد.را به دست می

 

 ای مشتق تابع برداری با توابع مؤلفه                                 
fایاگر توابع مؤلفه t وg t وh t در تابع برداری, ,t f t g t h tr پذیر باشند، آنگاهمشتقtr 

 پذیر است و داریم : مشتق

(4             ), ,t f t g t h tr 

 

 

 محاسبه مشتق تابع برداری و بردار مماس                 

2مشتق تابع برداری
2
1sin3 tt t e
t

r i j k 1آوریم و بردار مماس در نقطهرا به دست میt یابیم.را می 

 ( داریم : 4با توجه به رابطه ):  حل

2
3

2
3cos3 2 tt t e

t
r i j k 

اتعبير هندسي نمو منحني در فض -1شکل  
  
 

 

 

ضاتعبير هندسي مشتق منحني در ف -2شکل  
 
 

 

 

4 .3تعريف   
 

3.1قضيـه   
 

2مثال  
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23یعنی 1tدر trهمان 1tبردار مماس در نقطه cos 3 2 2t er i j k .است 

■  

 سرعت و شتاب   

 :مشخص شود. بردار tدر زمان trفرض کنید مسیر حرکت یک ذره در فضا توسط بردار وضعیت

                              t h t

h

r r 

rسرعت حرکت ذره را در طول منحنی t بردار زند. که سرعت متوسط رد فاصله زمانی به طول است. لذا حد آن تقریب می

r سرعت t باشد، یعنیدر زمان می 

      (5         ) t tv r                     
یک ذره  شتاببراین بردار سرعت در هر نقطه، مماس بر مسیر حرکت در جهت بردار مماس است. همانند حرکت در صفحه بنا

 شود : با مشتق سرعت تعریف می

(6  )t t ta v r              
 

 محاسبه بردار سرعت و شتاب                 

21برای حرکت یک ذره با بردار وضعیت , , 2t t t tr یابیم.بردار سرعت و شتاب و اندازه سرعت را می 

 ها داریم : با توجه به تعریف:  حل

             1 2 2t t tv r i j k 

                              2t ta v j 
  اندازه بردار سرعت در هر لحظه از زمان عبارت است از :

2 21 4 4 5 4t t tv 
■  

 

 شتاب شرط عمود بودن بردار سرعت و                  
 

 ، بر هم عمود باشند.trآوریم که بردارهای سرعت و شتاب مسیر حرکت در فاصله زمانی داده شده لحظاتی را به دست می

        sin ,1 cos 0 2t t t t tr 

 (6( و )5با توجه به رابطه ) : حل

                           1 cos sint t tv i j 

                             sin cost t ta i j 

.عمود باشد آن است که taبر بردار tvشرط اینکه بردار سرعت 0t tv a :یعنی 

. 1 cos sin sin cos 0t t t t t tv a 

                            sin 0 0, ,2t t 
■  

3مثال  

 

4مثال  
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 طول قوس      

 کند، محاسبه کنیم.در بعضی از مسایل کاربردی لازم است طول قسمتی از مسیری را که متحرک در یک فاصله زمانی طی می

t,رای در مسيیفرض کنید ذره f t g t h tr،a t b در حيال حرکيت اسيت. در صيورتیکهf وg وh 

 گردد : گویند و از رابطه زیر محاسبه می طول قوسپیماید را می bتا مکان aپیوسته باشند، طول مسافتی که ذره فوق از مکان

(7)        2 2 2b b

a a
L t dt f t g t h t dtr 

 

 محاسبه طول قوس در فضا                  

cosای با معادله برداریطول قوس منحنی مارپیچ دایره sint t t tr i j k یابیم : می 2تا 0در فاصله زمانی 

sinچون:  حل cost t tr i j k  : داریم 
2 2sin cos 1 2t t tr 

 لذا :
2 2

0 0
2 2 2L t dt dtr 

■  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5مثال  
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 3.2های بخش مجموعه تمرين

 

 ید.زیر را بیاب حد توابع برداری .1

a.
1

0

1
lim , 1 , ln 1t

t

t

e
t t

t
                            b.1

0

1
lim tan

1
t

t

t
e t

t
i j k 

 پیوسته است. tمشخص کنید که تابع برداری زیر به ازای چه مقادیری از)پيوستگی تابع برداری(  .2

2 1, , ln 3t t t tr 

 های زیر را بیابید.برای یک ذره با معادله برداری در نقطه داده شده، در هر یک از تمرین سرعت . سرعت، شتاب و اندازه3

a . 0درt tt e e j tr i 

b. 2درsin cost t t t t t tr i j k 

c. درcos tan
2

t t t tr i j 

در لحظه است. لحظه یا لحظاتی را در بازه زمانی مفروض بیابید که جسمی  trبردار مکان . )تعامد سرعت و شتاب(4

 بردارهای سرعت و شتاب بر هم عمود باشند.

5cos 3sin 0t t t tr i j k 

 های زیر طول منحنی داده شده را بیابید.در تمرین . )محاسبه طول قوس(5

a.2 0 1t tt t e e tr i j k 

b. 5 ,2 sin ,2 cos 10 10t t t t tr 

c.cos sin 0 2t t t t t t tr i j k  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 


