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می توان برخی از منحنی ها و ناحیه های ويژه را در صفحه راحت تر دستگاه مختصات قطبی به کمک 

همچنین به کمک انتگرال  ،کنندهای جالبی تولید میی خمپديد آمده است. معادلات قطبتوصیف کرد. 

 ها را محاسبه نمود. توان مساحت نواحی محدود به معادلات قطبی و طول قوس آنقطبی می

ای و کروی وجود دارند های مختصات ديگری از قبیل دستگاه مختصات استوانهدر فضای سه بعدی دستگاه

 تر توصیف نمود.ها و نواحی در فضا را آسانويهتوان بعضی از رها میکه به کمک آن
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  ستگاه مختصات قطبی د 1. 2بخش 

جهت آن به  وچرخد يا قطب می Oای به نام مبداباشد که حول نقطهاين دستگاه شامل يک محور اعداد به نام محور قطبی می

 شود.سمت راست نشان داده می

 Pتا نقطه Oدار از مبدافاصله جهت rنمايش داده شود که در آن r,تواند توسط مختصات قطبیدر صفحه می Pنقطه هر

 باشد.می (خلاف جهت عقربه ساعتدر جهت مثبت محور )oPخط دار از محور قطبی تا پارهزاويه جهت است و

 
 

 

P,لازم به ذکر است که در مختصات دکارتی هر نقطه  x yشود ولی اين خاصيت در مختصات ده میبه صورت يکتا نمايش دا

 های زير نقطه پايانی يکسانی دارندباشد، زيرا زاويهرقرار نمیقطبی ب

2 0, 1, 2,....n n 

در rکه نمايش فاصله مثبت  ،0rبرای آنکه دستگاه کامل باشد گاهی لازم است که فاصله منفی تعريف شده باشد، يعنی

 (2)شکل  باشد.می جهت مخالف يعنی

                       , ,r r 

 
 چند نقطه در مختصات قطبی نشان داده شده است. (3)برای آنکه با نقاط در دستگاه مختصات قطبی بيشتر آشنا شويد، در شکل

 

 

 

 

 

  رتیرابطه بین دستگاه مختصات قطبی و دکا  

  xمثبت محور کارتی و دستگاه مختصات قطبی را در يک دستگاه نشان دهيم محور قطبی را اگر بخواهيم دستگاه مختصات د

 گردد.کارتی حاصل می رابطه بين مختصات قطبی و د 4نماييم، در اين صورت با توجه به شکلانتخاب می

(1)            
2 2 2

cos

sin tan

r x yx r
yy r
x

                                      

P,مختصات قطبی -1شکل  r 

  فاصله منفی در دستگاه مختصات قطبی  -2شکل 

چند نقطه در دستگاه مختصات   -3شکل 
 قطبی
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 کارتی را به معادلات در مختصات قطبی و برعکس تبديل نمود. توان معادلات در مختصات دبا استفاده از معادلات فوق می

 

 تبديل مختصات قطبی به دکارتی                        

,2آن کارتی ت دای که مختصامختصات قطبی نقطه   .می کنيمباشد را تعيين می 2

 :  حل

 

 

                                                             2
tan 1

42

y
x

 

,2پس اين نقطه دارای دو مختصات قطبی
4

 باشد.می 

■  

 تبديل مختصات دکارتی به قطبی                        

7مختصات دکارتی نقطه 
6,
4

 .می نماييمرا تعيين  

 : حل

                                         7 2
cos 6cos 6. 3 2

4 2
x r 

                                    7 2
sin 6sin 6. 3 2

4 2
y r 

3ای مختصات دکارتیطه دارقپس اين ن 2,3  .باشدمی 2

■  
 

  تبديل معادله قطبی به دکارتی                        

2معادله قطبی نموداری بصورت cosr aاست. معادله دکارتی آن را می يابيم. 

 

 نماييم : ضرب می r، ابتدا طرفين را دريد مختصات قطبی را به مختصات دکارتی تبديل نماييمبا : حل

یارتباط دستگاه مختصات دکارتی با قطب -4شکل  

2 22 2 22 , 2 2 2 4 2x y r x y r

1مثال  

 

2مثال  

 

3مثال  
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                                                     2 2 .r arcos 
 ( خواهيم داشت : 1لذا با توجه به رابطه )

                                                       2 2 2x y ax 

2دله دايرهاکه اين مع 22x a y a 0,به مرکزa و شعاعa باشد.می 

■  
 

  تبديل معادله دکارتی به قطبی                       

2معادله دکارتی نموداری بصورت 2 4 0x y x معادله قطبی آن را می يابيماست.. 

cosx:  حل r وsiny r  نماييم : را در معاله فوق جايگزين می 

2 2 2 2 2cos sin 4 cos 0 4 cos 0 4cos 0r r r r r r r 

4cosr0ياr    

وقتی که
2

4در  cosr 0داريمr. 0ذالr 4بر نمودارcosr .بنابراين معادله قطبی  واقع است

 باشد.می 4cosrبصورت

■  
 اه قطبیگرسم نمودار معادلات در دست  

rرسم معادله قطبی نخستين گام برای f تعيين چند نقطه روی منحنی ها در دستگاه مختصات دکارتینحنیهمانند رسم م ،

r قطبی f بندی با باشد توصيه ما اين است که ابتدا يک شبکهسپس اتصال اين نقاط توسط يک منحنی به يکديگر می

در صفحه قطبی ايجاد نماييد به طوری که بتوانيد مکان نقطه را از روی شبکه به آسانی تعيين کنيد  r,سبمقياس مناسب بر ح

2يابی منحنی نمودار معادله(. برای نمونه توسط نقطه 5)شکل 2cosr  هایگامول طبا
2

برای  1و 

0هایفاصله 0و 2 r آمده است. (6) در شکل 

 

  
 

 

 

rيابی برای رسم نمودار يک معادله قطبینماييد که روش نقطهملاحظه می f طولانی است به اين کننده و بسيار خسته

 دهنده است. يابی به طور کامل ياریسبب بررسی چند نکته قبل از نقطه

 

اه با بندی صفحه قطبی همرشبکه -5شکل 
 نمايش چند نقطه روی آن 

   نمايش منحنی -6شکل

                                2 2cosr            
بندیيابی در ناحيه شبکهبه صورت نقطه     

4مثال  
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  بررسی تقارن نسبت به محور قطبی. 1

,روی منحنی با نقطه r,اگر با تعويض نقطه  2r n يا, 2r n  که در آنn عدد صحيح دلخواهی

rاست، يک نقطه روی معادله منحنی f .در اينصورت نمودار يک معادله (7)شکل  بدست آيدr f  در مختصات

 .قطبی نسبت به محور قطبی تقارن دارد

 
 

 

 محور قطبی تقارن نسبت به                       

  

 داريم : r,با r,نسبت به محور قطبی تقارن دارد چون با تعويض 4cos2rونه نمودار معادلهنمبرای 

4cos 2 4cos2r 

  بررسی تقارن نسبت به قطب. 2

rاز معادله  r,اگر با تعويض نقطه  fدر مختصات قطبی با, 2r n  يا, 2r nکه عدد n 

rصحيح دلخواهی است، مجدد يک نقطه روی منحنی f  اينصورت نمودار منحنی نسبت به  در (8)شکل  شود.متناظر

 .قطب متقارن است

 
 

 

 تقارن نسبت به قطب                        
تعوض نماييم، r,را با  r,نسبت به قطب، اگر نقطه 4cos2rبرای بررسی تقارن نمودار معادله

کنيم. با با اين حال مختصات ديگر را امتحان می شود که با معادله داده شده معادل نيست.حاصل می 4cos2rمعادله

 خواهيم داشت : r,با r,تعويض

4cos2 4cos2r 
 رن است.بنابراين نمودار نسبت به قطب متقا

 

 

 

نمايش تقارن نسبت به محور قطبی  -7شکل  

نمايش تقارن نسبت به قطب  -8شکل  

 

5مثال  

 

6مثال  
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  بررسی تقارن نسبت به يک خط. 3
نسبت به  4cosrتقارن داشته باشد، برای نمونه معادله Lممکن است نمودار يک معادله در مختصات قطبی نسبت به خط 

خط
2

 داريم :  r,با r,متقارن است، چون با تعويض 

4cos2 4cos2r 

 عبور منحنی از قطب  .4
rينکه منحنی معادلهابرای تحقيق   f 0کند، کافی است در معادله فوق قرار دهيماز قطب عبور میr 

5کند برای نمونهبرقرار باشد، منحنی از قطب عبور می 0fاگر 0fيعنی 4cosr  از قطب عبور

0r ،5کند چون به ازاینمی
cos 1

4
4غير ممکن است، ولی 5cosr هايی کند. جواباز قطب عبور می

rبر نمودار 0شود، معادله خط مماسحاصل می 0fاز حل معادله که برای f  است که از قطب

 گذرد.می

  نمودار قطبیرسم                         

معادله دکارتی8شکل عدد
32 2 2x y y  مکنيمی را به قطبی تبديل نموده سپس آن را رسم. 

2با استفاده از : حل 2 2sin ,y r x y r : 6داريم 2 2sinr r  2يا sinr و ياsinr  رسم

منحنی اين معادله در دستگاه مختصات دکارتی بسيار مشکل است. ولی رسم اين معادله در مختصات قطبی ساده است. به عنوان 

0نمونه در بازه  2
،sin يابد، پسافزايش می 1تا 0ازr زياد خواهد شد. با رسم چند نقطه برای نمونه  1تا 0نيز از

6
،
4

 و 
3

ها با بقيه قسمت رسم کنيم ،م به سرعت آن قسمت از منحنی را که در ربع اول قرار داردتوانيمی 

 .(9)شکل  آيدبه دست میsinتوجه به تقارن در مختصات دکارتی با تقارن و خاصيت تناوبی 

 
 

■  
 نمودار لیماسون 

 شود. ناميده می Limaconاسونهای زير يک ليمنمودار يک معادله به يکی از صورت 

(2)               cos , sinr a r a                

cosrبرای رسم اين نمودارها کافی است به بررسی رسم نمودار معادله a b  بپردازيم. چون نمودار

cosrمعادله a b ودارهمان نمcosr a b درجه دوران يافته است )چرا؟(. همچنين  180باشد که به اندازهمی

sinrمعادلات a b  يابند. درجه دوران می 90( هستند که به اندازه2در ) سمت راستهمان معادلات 

cosrمعادله a b نسبت به محور قطبی متقارن است )چون اگر در معادله,r 1با,r  عوض شود، معادله

 نمايش داده شده است.(10)کند( . نمودار اين معادله در سه حالت در شکل تغييرنمی

 

 sinrنمودار معادله  -9شکل

7مثال  
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 رسم چند لیماسون                        

 يابيم.های زير را مینمودار هر يک از منحنی

a .1 2cosr                           b.  2 2sinr 

1دانيم کهمی 10با توجه به نمودارهای شکل  :(a) حل 2cosr 1حالت سوم است چون 2a b  بنابراين

1نمودار  2cosr1دوران يافته نمودار معادله 0180به اندازه 2cosr  (11است )شکل 

 
 

)b( : 2با توجه با اين که معادله 2cosr 2ادل حالت دوممعa b  شکلی شبيه يک دلگون دارد، بنابراين نمودار

2منحنی  2cosr 2شود. در نهايت نمودار معادلهدوان از آن حاصل می 0180به اندازه 2sinr  به

2دوران ديگر از نمودار معادله 090اندازه 2cosr  (12حاصل خواهد شد.)شکل 

 
 

 

 رز نمودار گل  
 شود.رز ناميده میهای زير يک گلنمودار هر معادله به يکی از صورت 

(3               )sin , cosr a n r a n       

 يک عدد زوج باشد. nپر خواهد بود اگر 2nفرد باشد و همچنين شامل nپر است اگر nنمودار شامل

نمودارهای معادله -10شکل  
وابسته به ثابتهای cosr a b     

a b و  

نمودار معادله  - 11شکل  
 1 2cosr   

نمودار معادله -12شکل   
 2 2sinr   

8مثال  
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 رپرسم رز چهار                          

 کنيم.را رسم می 4cos2rرز چهار پر

1در بالا نشان داديم که نمودار اين معادله نسبت به محور قطبی، محور : حل
2

و قطب متقارن است. اگر در معادله داده شده به  

0را جايگزين نماييم، به ازای 0مقدار rجای  به دست خواهيم آورد : 2
1 3 7 11
, , ,

4 4 4 4
 

1تا  0از ( مقادير را به ازای برخی مقادير1جدول )
2

از اين مقادير و خواص تقارن نمودار را  با استفاده دهد. اکنوننشان می 

 (.13شکل کنيم )رسم می

 
 

 

 

 در حالت کلی هر معادله به صورت  : نمودارهای مارپیچی

(4 )             r a 

تغيير   r,به  r,باشد. اين نمودار با تبديليک ثابت اختياری می aمعروف است که در آن مارپیچ ارشمیدسیبه 

کند، بنابراين نسبت به محورنمی
2

 ،0rنمودار در قطب بر محور قطبی مماس است، چون زمانی کهمتقارن است. همچنين   

 (.14شود )شکل نتيجه می 0

 
 

 ، معادله به صورت aتبه ازای هر ثاب

(5)               a
r 

شود به طوريکه به م میک rمقدار  بوده وبا افزايش 0باشد. بديهی است که در اين معادلهبه مارپيچ هذلولی معروف می

 شود.سمت صفر متمايل می

اين نمودار نيز نسبت به محور
2

 ( 15کند )شکل معادله تغيير نمی r,به r,متقارن است، چون با تبديل 

(7مقادير معادله مثال ) 1-جدول         

 r  

0  4  
1
12  2 3  
1
6  2  
1
4  0  
1
3  2  
5
12  2 3  
1
2  4  

 

- نمودار معادله رز چهار پر  شکل 13
4cos2r  

ودار خاص مارپيچ ارشميدسینم -14شکل  
 r a   

9مثال  
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 در حالت کلی معادله به صورت 

(6)           kr ae 

rباشد 0باشند، به مارپيچ لگاريتمی معروف شده است. زمانی کهدو ثابت اختياری می kو aکه در آن a  معادله يک

يابد افزايش يا کاهش می k به علامت نسبتچرخد ضمن اين است که حول قطب می rمقدار افزايشدايره است. همچنين با 

 (. 16)شکل 

 

شکل15- نمودار خاص مارپيچ هذلولی  ar   

krنمودار خاص مارپيچ لگاريتمی -16شکل ae  


