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 خط و صفحه  معادلات 1.3بخش    

 

  معادله خط      
0دانيم معادله خطی که از نقطهمی 0,x y گذشته و دارای شيبm  0باشد، به صورت 0y y m x x گردد. به طور مشخص می

0معادله خطی که از نقطه 3مشابه در فضای 0 0 0, ,p x y z گذشته و با بردارn ai bj ck موازی باشد، )بردارn  را بردار هادی

 ناميم( عبارت است از :خط می

                           0 0 0x x y y z z
a b c

                       

 معادله فوق به معادله دکارتی خط معروف است.

 
  

 

 .باشدمعادله دکارتی به صورت زير می  0aصفر باشد مثلاً cو bو aهایتوجه شود که اگر يکی از ثابت

           (1)             0 0
0 ,
y y z z

x x
b c

                    

 معادله پارامتری خط  

0( که بردار1با توجه به شکل ) 0 0 0p p x x i y y j z z k با بردار هادیn  موازی است لذا يک پارامتر

0pريکهوجود دارد به طو tمانند p tn : پس داريم 

          0 0 0, , , ,x x y y z z ta tb tc 

 باشد :در آن صورت با توجه به تساوی دو بردار فوق معادله پارامتری خط به صورت زير می

 0 0 0, ,x x at y y bt z z ct                       

 

 از دو نقطه گذرنده معادله خط                           
  

,1 معادله دکارتی و پارامتری خطی که از نقاط 1,0A 2و, 1,3B گذرد را می يابيممی. 

باشند، به صورت زير موازی خط می ABدارند و بردار روی خط قرار Bو Aنقاطابتدا بردار هادی خط را با توجه به اين که  : حل

 :يابيم می

2 1, 1 1 ,3 0 1,0,3n AB 

 باشندپس معادله دکارتی و پارامتری خط به صورت زير می

                   1 0
, 1

1 3
x z

yمعادله دکارتی : 

1 , 1 0 , 0 3x t y t z tعادله پارامتری خط: م 

■  

 معادله خط و بردارهای آن-1شکل 

1مثال  
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  موازی با خط دیگر معادله خط                            

خطی که از مبدأ گذشته و با خط   معادله  
1

1 3

5

x t

y t

z t

 موازی باشد را می يابيم. 

 را می يابيم : بردار هادی خط داده شده  ابتداحل:  

               1,3,5n 
 چون دو خط موازی هستند پس بردار هادی فوق، بردار هادی هر دو خط می باشد. در نتيجه معادله خط برابر است با:

0 0 0
1 3 5
x z y 

■  

  وضعيت دو خط نسبت به هم 

بر هم عمود باشند آنگاه دو خط بر هم آنها  هادیو اگر بردارهای  موازیبا هم موازی باشند آنگاه دو خط  هادی دو خطاگر بردارهای 

توانند توجه داشته باشيد که دو خط متنافر نمی گوييم.می متنافرعمودند. اگر دو خط همديگر را قطع نکنند و موازی نباشند آنها را دو خط 

 در يک صفحه قرار  گيرند .              

 دو خط متنافر                            

 :   با معادله پارامتری زير متنافر هستند 2Lو 1Lيم که دو خطنشان می ده

                        1 : 1 , 2 3 , 4 ,L x t y t z t   

                  2 : 2 , 3 , 3 4L x s y s z s 

1باشند، چون بردارهای نرمالدو خط موازی نمیحـل :   1,3, 1n 2و 2,1,4n باشند. همچنين با توجهه با هم موازی نمی

  .ند کنند، بنابراين متنافر هستباشد، بنابراين دو خط همديگر را قطع نمینمی sو tبه اينکه دستگاه زير دارای جوابی برای

                         1 2t s 

                 2 3 3t s 

                                                                                             4 3 4t s 

 

  معادله صفحه       

ناميم. فرض کنيم صفحه می نرمال بردار بردار عمود بر صفحه را نياز داريم.  nنرمالو بردار  0pين معادله صفحه به يک نقطهرای تعيب

,صفحه مکان هندسی تمام نقاط ,p x y z 0و شامل نقطه معلوم 0 0 0, ,p x y z باشد که دارای بردار نرمال, ,n a b c  باشد در

0pآنصورت با توجه به اينکه p برn 0عمود است لذا. 0n p p يعنی 

                 0 0 0, , . , , 0a b c x x y y z z 
 : گيريمپس نتيجه می

(2)           0 0 0 0a x x b y y c z z  

0نويسيم که در آنبندی به صورت زير میمعمولاً معادله صفحه فوق را پس از دسته 0 0d ax by cz  

                                                        ax by cd d 

2مثال  

                   

      

3مثال  
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 معادله صفحه                              

0ای که از نقطهمعادله صفحه  1,2,3p 3,5,2گذشته و بردار نرمال آنn باشد را می يابيم. 

 معادله صفحه عبارت است از : : حل

3 1 5 2 2 3 0x y z 

                                   3 5 2 1x y z 

■  
 

 معادله صفحه گذرنده از سه نقطه                            
 

,1,0ای که از سه نقطهمعادله صفحه  1A 1,2,1وB 3,2,4وC يابيم بگذرد را می. 

 يابيم.را که در صفحه مورد نظر قرار دارند می ACو ABابتدا به کمک نقاط فوق دو بردار : حل

         0,2,2 , 4,2,5AB AC 

بر صفحه عمود است لذا بر هر بردار داخل صفحه نيز عمود است. با توجه به خاصيت ضرب خارجی دو  مورد نظر چون بردار نرمال صفحه

 داريم :  )که بر هم عمود است( بردار

0 2 2 6 8 8

4 2 5

i j k

n AB AC i j k 

 باشد :با توجه به بردار نرمال فوق و يکی از نقاط داده شده معادله صفحه به صورت زير می

        6 1 8 0 8 1 0x y z 
 يعنی 

                                       6 8 8 2x y z 
■  

 

 معادله صفحه شامل نقطه و خط                             

1و خط  A(1,2,3)معادله صفحه شامل نقطه 
:
2 3
x y

d z .را به دست می آوريم 

را اختيار  B(0,1,0)نقطه  dبرای يافتن صفحه نياز به يک نقطه و بردار نرمال صفحه )که بر صفحه عمود است( داريم. روی خط  :حل

0بردار  Bو  Aنموده و از دو نقطه  1,1 2,0 3 1, 1, 3AB  را می يابيم. همچنين خطd  دارای بردار

، داخل صفحه می باشد. اکنون با توجه به اين نکته که بردار نرمال صفحه بر صفحه عمود است لذا dموازی با خط  2,3,1nهادی

 معادله صفحه با نقطه معلوم-2شکل 

0pو بردار نرمالn  

4مثال  

 

5مثال  

 

6مثال  
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بردار نرمال صفحه  ،دو بردار اين ر ميابيم که حاصلضرب خارجی د (nو AB)از جمله دو بردار  بر هر بردار داخل آن نيز عمود است،

 مورد نظر می باشد:

1 1 3 8 5

2 3 1

i j k

m AB n i j k 

 باشد :، معادله صفحه به صورت زير میB(0,1,0)با توجه به بردار نرمال فوق و و نقطه

                8 0 5 1 0 0x y z 
 يعنی 

                                          8 5 5x y z 
■  

    وضعيت دو صفحه نسبت به هم 
. اگر بردارهای نرمال دو صفحه با هم موازی باشند، آن دو صفحه با هم موازی و و يا متقاطعند اند يا بر هم عمودنددو صفحه يا با هم موازی

 ر هم عمود باشند آنگاه آن دو صفحه بر هم عمودند.اگر بردارهای نرمال دو صفحه ب

  فاصله یک نقطه از صفحه  

0فاصله نقطه 0 0, ,A x y z از صفحه:p ax by cz d : عبارت است از 

(3)               0 0 0

2 2 2

ax by cz d
d

a b c
                

 

 صله نقطه از صفحهفا                           
 

:از صفحه 1,2,3Aفاصله نقطه  2 3 1p x y z را می يابيم. 

                                                                : حل
2 2 2

2 1 1 2 3 3 1 12
142 1 3

d 

■  

 

 زاویه بين دو صفحه                              
 

2زاويه بين دو صفحه  2 1x y z 3و 2 2x y z را می يابيم. 

  :باشدزاويه بين دو صفحه همان زاويه بين بردارهای نرمال آنها می : حل

                                                                 1 22,1, 2 , 3,2,1n n 

1 2
22 2 2 2 2

1 2

. 2 3 1 2 2 1 6 2
cos

. 9. 14 142 1 2 . 3 2 1

n n
n n

 

1پس 2cos
14

 باشد.می 

■  

 

 

7مثال  

 

8مثال  
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 زاویه و خط فصل مشترك بين دو صفحه                                    

1xزاويه بين دو صفحه y z 2و 3 1x y z ريم.آوو معادله خط فصل مشترك آنها را به دست می 

 باشد، ( زاويه بين دو صفحه همان زاويه بين بردارهای نرمال آنها می9مطابق شکل ) حـل : 

 
 

 بردارهای نرمال دو صفحه برابر است :

                                            1 21,1,1 , 1, 2, 3n n 

 بنابراين زاويه بين دو صفحه برابر است با:

            1 2

1 2

1 1 1 2 3 2
cos

1 1 1 1 4 9 42
n .n
n n

 

1پس 2
cos 72

42
 باشد.می  

 خط فصل مشترك دوصفحه، به يک نقطه از خط نياز داريم، که با حل دستگاه : تعيين برای

                                                                        
1

2

E

E

: 1,

: 2 3 1.

x y z

x y z
 

2، از حل دستگاه  0z آيد، که  با انتخاب اختياریب روی خط  به دست مینهايت جوابی حاصل می (1,0,0)باقيمانده، نقطه  2

1( بردار9. اکنون به بردار موازی با خط فصل مشترك نياز است که با توجه به شکل )شود 2n n باشد، يعنی،موازی فصل مشترك می 

                         .1 2 1 1 1 5 2 3

1 2 3

i j k

n n n i j k 

 پس معادله دکارتی خط عبارت است از،

                                                                                                            1
5 3
x y z

z
 

■ 
 

 و موازی با صفحه دیگر خطعمود بر یک  معادله خط                             
  

,1معادله خطی که از نقطه 3 بگذرد و بر 1,1 2x y z 0عمود و با صفحهx y z موازی باشد را می يابيم. 

11معادله خط مورد نظر : حل 1yx z
a cb 1خط برباشد. اين خط می 1

3 2
1

yx z  عمود است پس بردارهای هادی آن دو

 :نيز بر هم عمودند يعنی 

      (1)     
1 1

, , . , ,1 0 0 2 3 6 0
3 2 3 2

a b
a b c c a b c 

10مثال  

 

9مثال  

 

زاويه بين دو صفحه  -3شکل  
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0xاز طرفی خط مورد نظر با صفحه y z بردار هادی خط عمود است پس : برازی است يعنی بردار نرمال صفحه مو 

 (2)                                                           , , . 1,1, 1 0 0a b c a b c 

 آيد :معادله خط مورد نظر به دست می،  c ن( و ثابت در نظر گرفت2( و )1در روابط ) bو aبا محاسبه

                                                       
0 2 2 2 0

2
2 3 6 0 2 3 6 0

a b c a b c

a b c a b c
 

                                                                                     8 0 8b c b c 
 همچنين داريم :

                                                      0 8 0 9a b c a c c a c 
 لذا معادله خط عبارت است از :

                                          1 1 1 1 1 1
9 8 9 8 1
x y z x y z
c c c

 

 

■  
 

 و موازی با خط دیگر مل خطشا صفحهمعادله                               
  

41صفحه ای که از خط معادله  4
3 2 2

yx z  11بگذرد و با خط 2
2 4 1

yx z .موازی باشد را می يابيم 

 ضرب خارجی بردارهای هادی دو خط به دست می آيد:از حاصل بردار نرمال صفحه : حل

                                               3 2 2 6 7 16

2 4 1

i j k

n i j k 

 می گذرد، برابر است با: 1,4,4پس صفحه مورد نظر که از نقطه 

6 1 7 4 16 4 0 6 7 16 98x y z x y z 

■  
 

 گذرنده از فصل مشترك دو صفحه و عمود بر صفحه دیگر معادله صفحه                           

  

2که از فصل مشترك دو صفحه زير می گذرد و عمود بر صفحه  صفحه ایمعادله  5 0x y z .می باشد را می يابيم 

                                                                          
7 4 7 16 0

4 3 2 13 0

x y z

x y z
 

zابتدا فصل مشترك دو صفحه را می يابيم. با فرض   : حل t :داريم 

 
7 4 7 7 16 13 100 42 27

,
4 3 2 13 37 37 37 37

x y t
x t y t

x y t
 

2بردار نرمال صفحه )عمود بر صغحه(، از ضرب خارجی بردار نرمال صفحه  5 0x y z  13و بردار 42
37 37

A i j k 

 به دست می آيد:

 

11مثال  

 

12مثال  
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                                                          47 11 29
1 1 2

37 37 37
13 42

1
37 37

i j k

n i j k 

100صفحه مورد نظر از نقطه  42
( , ,0)
37 37

 می گذرد، لذا برابر است با: 

100 27
47 11 29 0 0 47 11 29 119 0

37 37
x y z x y z 

■  
 

 موازی با دو صفحه نده از یک نقطه ورگذ خط معادله                               
  

 و موازی با صفحات زير را می يابيم. 2,3,4معادله خط گذرنده از نقطه 

                                                                                                
2 3 4 5

3 4 5 6

x y z

x y z
 

. لذا جی بردارهای نرمال دو صفحه موازی استخط مورد نظر بايد موازی با فصل مشترك دو صفحه باشد. يعنی با حاصلضرب خار : حل

 :بردار هادی خط عبارت است از

                                                                   1 2 3 4 5 2

2 3 4

i j k

n n i j k 

 پس معادله خط برابر است با:

                                                                             32 4
1 2 1

yx z 

 

■  
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 1.3های بخش وعه تمرینمجم

 

 تعيين کنيد کدام يک از عبارات زير درست و کدام يک غلط است. . )درست یا غلط(1

a. .دو خط که با خط سوم موازی هستند، با هم نيز موازی هستند 

b.  هم موازی هستند.دو خط که به خط سوم عمود هستند، با 

c. .دو صفحه که با صفحه سوم موازی هستند با هم موازی هستند 

d. .دو صفحه که به صفحه سوم عمود هستند با هم موازی هستند 

 های زير معادله دکارتی و پارامتری خطوط را به دست آوريد.در تمرين )معادله خط( .2

a. 2,3رد و موازی برداربگذ 2,1,3خطی که از نقطه,  باشد. 1

b. و موازی با خطخطی که از مبدا بگذرد x t1وy t 2و 3z t .باشد 

c. 2بگذرد و بر صفحه 0,1,0خطی که از نقطه 3 2x y z .عمود باشد 

d. بگذرد، خط 2,1,3معادله خطی را بنويسيد که از نقطه
1

7

x

y
0xرا قطع کند و با صفحه  y z .موازی باشد 

e. 5معادله خطی را بنويسيد که در صفحه 5 5 15x y z  دو خط زير را قطع کند.واقع باشد و 

1 : 1 , 3 2 , 2l x t y t z t    2 : 2 , 4 , 3 3l x t y t z t 

f2بگذرد و بر بردارهای 2,3,0. معادله خطی که از نقطه 3a i j k 3و 4 5b i j k .عمود باشد 

 های زير تعيين کنيد که دو خط داده شده موازی، متقاطع يا متنافر هستند.( در تمرينوضعيت دو خط نسبت به هم). 3

a.
1

2

4 5 1
:
2 4 3
2 1

:
1 3 2

x y z
l

x y z
l

            b.
1

2

: 6 , 1 9 , 3

: 1 2 , 4 3 ,

l x t y t z t

l x s y s z s
 

 های زير معادله صفحه را بيابيد.در تمرين )معادله صفحه(. 4

a. عمود به آن باشد. 1,1,2گذشته و بر 1,2,3ای که از نقطهصفحه     

b. کند.عبور می 0,0,1و 0,1,0و 1,0,0ای که از سه نقطهصفحه 

c. 4گذشته و عمود بر خط 2,8,10ای که از نقطهصفحه 3z t 2وy t 1وx .باشد 

d. 2ای که از مبدا گذشته و موازی صفحهصفحه 2x y z .باشد 

e .1ای که از فصل مشترك صفحاتصفحهx z 2و 3y z 2صفحه عبور کند و عمود بر 1x y z .باشد 

f .2,1ای که از نقطهصفحه, 2گذشته و عمود بر فصل مشترك دو صفحه 1 3x y z 2و 2x y z .باشد 

g .  1,0)صفحه ای که از دو نقطه, )و  (1 3گذشته و با فصل مشترك دو صفحه  (1,2,1 2 6x y z 4و 3 0x y z 

 موازی باشد.

های زير تعيين کنيد که دو صفحه موازی، عمود يا متقاطع هستند. اگر متقاطع هستند زاويه در تمرين )وضعيت دو صفحه نسبت به هم(. 5

 بين آنها را بيابيد.

a.1 , 1y z x z     b.3 6 7 0 , 4 3 1x y z x y z 

c.3 6 3 0 , 2 4 2 1x y z x y z  

,1فاصله نقطه)فاصله نقطه از صفحه( . 6 2را از صفحه 1,2 4x y z .بيابيد 

 


