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 مشتق های جهتی )سویی( و معادلات خطوط مماس و قایم بر رویه 4.3بخش 

 

ایم وضعيت شيب چگونه در اینجا كه ایستاده "پرسد،(، دوست شما از شما می1اید )شکلفرض كنيد كه در دامنه یك تپه ایستاده
در "گردانيد، كه كنيد و به دوست خود برمیكنيد، ناخودآگاه سؤال را اصلاح میبه احتمال یقين شما به اطراف نگاه می "؟است

 با این دو پرسش زمينه معرفی مفهوم مشتق جهتی ایجاد شده است. "؟خواهيدچه جهتی اندازه شيب را می

 
 

 قبل از تعریف مشتق جهتی، گرادیان را تعریف نموده و به كمك آن مشتق جهتی را تعریف می نمایيم.

 

 بردار گرادیان                                   

f,گرادیان تابع x y 0در نقطه 0,x y شودبه صورت زیر تعریف می: 

(1)                            0 0 0 0 0 0grad , ,x yf x y f x y f x yi j 

0بردار گرادیان با نماد  0,f x y .نيز نمایش داده می شود 

 محاسبه بردار گرادیان                 

 یابيم.بردار گرادیان توابع داده شده زیر را در نقطه مورد نظر می

(a)  2, xyf x y xy e  0,1در   .                               (b)  , , sing x y z xy z   1,2,0در . 

 در صفحه، داریم : f( بردار گردیان1با توجه به رابطه )  (a):   حـل

                            2, (2 )xy xy
x yf x y f f y ye xy xei j i j 

0,1شود نتيجه می 0,1پس در نقطه 2f i . 

(b)  نبردار گرادیاg : در فضا عبارت است از 

      , , ( sin ) ( sin ) ( cos )x y zg x y z g g g y z x z xy zi j k i j k 

1,2,0داریم  1,3,0پس در نقطه 2g k                                                              . 

■ 

 

 

تعبير شهودي مشتق  -1شکل  
 جهتي به عنوان شيب  

 
 

 

4.6تعریف   

 

1مثال  
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   تعبير هندسی بردار گرادیان 
z,معادله صفحه مماس بر نمودار تابع   f x y  0در نقطه 0,x y  را در نظر بگيرید، بردار قایم این صفحه بر خود رویه

,z f x y عمود است. از طرفی تصویر این بردار در صفحه-xy ( می باشد كه از آن یك نتيجه 1رادیان )همان بردار گ

0جالب حاصل می شود، به این صورت كه بردار گرادیان  0,f x y  بر منحنی تراز,f x y  0در نقطه 0( , )x y  .عمود است

0نقطه  در Cلذا خط مماس بر منحنی تراز  0( , )x y از صفحه-xy :با معادله دكارتی زیر مشخص می شود 

 

(2    )0 0 0 0 0 0( , )( ) ( , )( )x yf x y x x f x y y y                                   

0كه همان خط تراز صفحه مماس در نقطه 0( , )x y  (2می باشد.)شکل 

 
 
 

)حال رویه تراز  , , )f x y z C  0را در نظر بگيریدد كده از نقطده 0 0( , , )x y z  مدی گدذرد، مطدابق بحدلا بدالا بدردار گرادیدان

)تابع , , )w f x y z :برابر است با 

 

       0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )x y zf x y z f x y z f x y z f x y zi j k 

0كه در نقطه 0 0( , , )x y z  بر رویه تراز( , , )f x y z C  (3عمود است. )شکل 

  

 
 

) در نتيجه بردار گرادیان همان برئار نرمال صفحه و بردار هادی خط قایم بر رویه تراز , , )f x y z C  مدی باشدد. لدذا معادلده

 صفحه مماس و خط قایم بر رویه به صورت زیر است:

 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0( , , )( ) ( , , )( ) ( , , )( ) 0x y zf x y z x x f x y z y y f x y z z z:  معادله صفحه مماس در

0نقطه 0 0( , , )x y z 

(3                    )0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

( ) ( ) ( )
.

( , , ) ( , , ) ( , , )x y z

x x y y z z

f x y z f x y z f x y z
 :معادله خط قایم بر رویه

تعبير هندسي بردار گراديان  -2شکل  
 در صفحه روي منحني تراز رويه

 
 

 

 

تعبير هندسي بردار گراديان  -3شکل  
 در فضا روي رويه تراز
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 محاسبه صفحه مماس و خط قایم بر رویه                  

0معادلات صفحه مماس و خط قایم بر رویه زیر را در نقطه 1,2,4p یابيم.می 

                                              2 2, , 9 0f x y z x y z 

 0P( نشان داده شده است. ابتدا بردار گرادیان را در نقطه 4ای است كه در شکل )گون دایرهنمودار رویه فوق سهمی :  حـل

 گون در نقطه فوق است.بر سهمییابيم كه عمود می

 
 

                     0 1,2,42 2 2 4Pf x yi j k i j k 

 پس معادله صفحه مماس عبارت است از :

2 1 4 2 4 0 2 4 14x y z x y z 
 است از: عبارت 0Pfبا بردار هادی 0Pهمچنين معادله خط قایم بر رویه در نقطه

                             

1 2
1 2 4

2 4
2 4 1

4

x t
x y z

y t

z t
  

■ 
 خط مماس بر فصل مشترك دو رویه                  

2های معادلده پدارامتری خدط ممداس بدر منحندی فصدل مشدتر  سدط  2 24 9x y z  2و 2z x y  را در نقطده

 یابيم.می 1,1,2

  :باشد(، منحنی زیر می5محل تقاطع دو رویه همانند شکل ) :   حـل

                                    
2 2

2 2 2

, , 0
:

, , 4 9 0
C

f x y z x y z

g x y z x y z
 

تعبير هندسي صفحه مماس -4شکل   
  و خط قايم 

 
 

 

 

2مثال  

 

3مثال  
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مدوازی بدا خدط ممداس در ایدن نقطده را بيدابيم. ایدن باشد. اكنون كافی اسدت بدرداری می C ،1,1,2یك نقطه از منحنی

0بردار 0P Pf gn باشد. بنابراین با توجه به :می 

                                         
1

2

1,1,2 2 2 ,

1,1,2 8 2 4 .

f

g

n i j k

n i j k
 

 :باشدزیر میبه صورت 0Pبردار موازی با خط مماس بر فصل مشتر  در نقطه 

                      1 2 2 2 1 10 16 12

8 2 4

n n

i j k

n i j k 

 بنابراین معادله پارامتری خط عبارت است از:

                 10 1 , 16 1 , 12 2x t y t z t 
■ 

 مشتق جهتی )سویی(           

,به یاد دارید كه  ,x y zf f f  ميزان تغييرات تابعf  نسبت به, ,x y z اینکه مشتقات جزیی فوق را می توان به عندوان  می باشد و یا

)ميزان تغييرات تابع  , , )f x y z  به ترتيب در جهت, ,i j k  تصور نمود. حال مدی خدواهيم ایدن مفهدوم را در هدر جهدت دلخدواه

)یك بردار دلخواه باشد، ميزان تغييدرات تدابع vوميت دهيم، بدین معنی كه اگر عم , , )f x y z را در امتدداد بدردارv  در نقطده

0دلخواه 0 0( , , )x y z ابتدا بردار یکه برای این منظور. )مشتق سویی(  را به دست آوریمu  را هم جهت با بردارv  به دست آورده

0سپس  0 0( , , ).f x y z u  را حساب كرده كه به آن مشتق سویی تابعf .در جهت مورد نظر گفته می شود 

 

 پذیریرابطه بين مشتق سویی با مشتق                                  

وجود دارد و  u در هر جهت بردار یکه 0xدر نقطه f سویی تابع باشد، آنگاه مشتق 0xپذیر در نقطهیك تابع مشتق fهر گاه 

 :داریم

(4)               0 0
f

fx x .u
u

 

 

 

 

منحني حاصل از محل تقاطع دو رويه  -5شکل  
 
 

 

 

4.4قضيـه   
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 محاسبه مشتق سویی به كمك بردار گرادیان               

,مشددتق سددویی تددابع  , cos( )xf x y z z e y z 0,0در نقطدده,
6

3را در جهددت بددردار   2v i j k 

 یابيم.می

 :یابيم برای محاسبه ابتدا بردار گرادیان را  می :   حـل

 

                                                                                 
0,0,
6

0, 0, , ,
6 x y zf f f f 

0,0,
6

3 1 3
cos( ), sin( ),1 sin( ) , ,

2 2 2
x x xe y z e y z e y z 

 :سازیمرا میvبردار یکانی متناظر چون تعریف مشتق سویی در جهت بردار واحد است، پس

                                                                     1 3 2

8 8 8

v
u i j k

v
, 

 :داریم  (4پس با توجه به )

                                                                            .0,0, 0,0,
6 6

f
f u

u
      

             3

8
.

3 1 3 1 3 2
, , , ,

2 2 2 8 8 8
 

■ 

 

 مشتق جهتی در امتداد منحنی                   

,2مشتق جهتی تابع  3f x y x xy   2را  در امتداد سهمی 2y x x  یابيم.می 1,2در نقطه 

x,در نقطه دلخواه :   حل y بردار گرادیان عبارت است از ،:  

                                , 2 3 3
f f

f x y x y x
x y

i j i j 

1,2داریم  1,2پس در نقطه  4 3f i j فوق را می توان به صورت پارامتری با معادله برداری زیر نمایش . سهمی

 :داد

                                                                     2 2t t t tr i j 

1بنابراین  2r i j  ،2 1t tr i j 1وr i j لذا بردار واحد مماس بر منحنی .C  1,2در نقطه 

11بردار 
2

T i j ( برابر است با4باشد. پس مشتق سویی مطلوب با توجه به رابطه )می:  

                                                                       71
2

1,2f T. 

4مثال  

 

5مثال  

 



مشتق های جهتی )سویی( و معادلات خطوط مماس و قایم 3.  4بخش                
99 

 

 
 

■ 

 

   مشتق جهتی                   

f,تابع دو متغيره مشتق  x y  1در نقطه 2,3p  و در جهت
1v i j  2برابر است با و در جهت  2

2 2v j  برابر

f,. مشتق تابع 3است با  x y  را در جهت
3 2v i j .می یابيم 

 :میابيرا می2vو  1vچون تعریف مشتق سویی در جهت بردار واحد است، پس بردار یکانی متناظر:   حل

                                                                        1
1

1

1 1

2 2

v
u

v
i j 

                                                                      2
2

2

2

2

v
u

v
j j 

f,ابتدا گرادیان تابع مجهول ات مسأله، ا استفاده از مفروضب x y :را می یابيم 

                                                           ,
f f

f x y a b
x y

i j i j 

  (1         )1

1 1
, . ( ).( ) 2 2

2 2 2 2

a b
f x y u a bi j i j 

(2         )                                2, . ( ).( ) 3f x y u a b bi j j 

 

,1 ( در می یابيم:2( و )1از ) 3a b.  :پس گرادیان تابع برابر است با 

                                                                                     , 3f x y i j 

 :را می یابيم  3vحال بردار یکانی متناظر با بردار

                                                                     3
3

3

1 2

5 5

v
u

v
i j 

 :اكنون مشتق سویی برابر است با

                                     3

1 2 7
, . ( 3 ).( )

5 5 5
f x y u i j i j 

■ 
 

  سویی بازه تغييرات مشتق   
 با توجه به خاصيت ضرب داخلی داریم: 

                                                                        0 0
f

fx x u
u

. 

0 0cos cosf fx u x      

6مثال  
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cosدهد كهزمانی رخ می 0xدر نقطه fبنابراین ماكزیمم مقدار مشتق جهتی باشد، یعنی بيشدترین تغييدرات در جهدت  1

دهد و مقدار در جهت قرینه بردار گرادیان رخ می 0xدر نقطه fنيمم مقدار مشتق جهتیبردار گرادیان است، و با بحثی مشابه می

0fآن x است. پس بازه تغييرات مشتق سوییf 0در نقطهx 0فاصله بسته 0,f fx x باشد.می 

            

 تعيين جهت و ميزان سریعترین افزایش دما                 

,دما در هر نقطه ,x y z  ،2از یك جسم جامد در فضای سه بعدی 2 2 1T x y z باشد، ميزان تغيير درجه می

 آوریم. در جهتی كه گرما سریعترین افزایش را دارد  و مقدار آن را به دست می 1,1,1دما در نقطه

,تابع  :   حـل ,T x y z سدویی دارد، بده خصدور در جهدت  ها مشتقپذیر است، پس در همه جهتمشتق 1,1,1در نقطه

 :بردار گرادیان كه بيشترین تغيير دما را دارد

2 2 2 2 2 2 2 2 21 1 1
T

x y z

x y z x y z x y z
i j k 

 :داریم 1,1,1در نتيجه در نقطه

                                1 1 1 1
1,1,1

24 4 4
T i j k i j k 

 :پس بيشترین تغيير دما مقدار زیر است

                                                                          1,1,1 1,1,1
T

f u
u

. 

            3 1 3 1 3 1 3
3 2 3 2 3 2 2

 

■ 

 

 مشتق جهتی كاربرد                      
 

2یك كوه به صورت  معادله سط  21200 3 2z x y می باشد به طوری كه محور-xمحور ها به سمت شرق و-yبه  ها

 :به سوالات زیر جواب می دهيمسمت شمال باشد، 

a( ؟شيب كدام استهت بيشترین ج 10,5. در نقطه 

(b اگر یك كوهنورد به سمت مشرق حركت كند از كوه بالا می رود یا پایين می آید؟ . 

(c اگر كوهنورد به سمت جنوب غربی حركت كند از كوه بالا می رود یا پایين می آید؟ سرعت او چقدر است؟ . 

(d  .یك منحنی تراز می پيماید؟ در چه جهتی 

2ع ابتدا گرادیان تاب:    )a حل 21200 3 2z x y  می یابيم: 10,5در نقطه را 

                                                           6 4

( 10,5) 60 20

z z
z i j xi yj

x y
z i j

 

 پس جهت بيشترین شيب برابر است با:

7مثال  

 

8مثال  

 



مشتق های جهتی )سویی( و معادلات خطوط مماس و قایم 3.  4بخش                
101 

 

 
 

                                               60 20 3 1

4000 10 10

z i j
u i j

z
 

اگر كوهنورد به سمت مشرق حركت كند یعنی در جهت :    )b حل
1v i  حركت می كند. لذا كافی است مشتق جهتیz   را

 در این جهت بيابيم:

             
1( 10,5). (60 20 ). 60 1 20 0 60z v i j i 

 بالا می رود. 60یعنی كوهنورد با سرعت 

2، در جهت اگر كوهنورد به سمت جنوب غربی حركت كند:    )c حل

5 5
cos sin
4 4

v i j : حركت كرده است. لذا 

   2

5 5
( 10,5). (60 20 ).(cos sin ) 20 2

4 4
z v i j i j 

20چون سرعت )مشتق جهتی ( منفی است پس كوهنورد با سرعت   ایين می آید.از كوه پ2

 باید در جهتی حركت كند كه مشتق جهتی صفر باشد یعنی::   d)  حل

                          3. 0 (60 20 ).(cos sin ) 0z v i j i j 

1 3
60cos 20sin 0 tan 3 cos ,sin

10 10
 

 در نتيجه جهتی كه یك منحنی تراز را می پيماید عبارت است از:

                            3

1 3

10 10
v i j  3یا

1 3

10 10
v i j 

■ 

      

 

 
                       استفاده ازCAS  

                                             برای تعيين و رسم صفحه مماس بر رویه  صفحه مماس,z f x y ورات  درتوان با تركيب دستمیMaple 

 از فرمول معادله صفحه مماس استفاده نمود. Mathematicaیا

                     ( Maple) در

> tangplan := a,b -> f a,b +D 1 f a,b * x - a +D 2 f a,b * y - b :  
2 2> f := x, y 9 - x - y :-> 

> plotf := plot3d f x, y ,x = -3..3, y = -3..3 : 
> display3d plotf, tangplan 1,2 ; 

 .شود( این بخش ایجاد می4با انجام این دستورات مشابه شکل )
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 ( Mathematica) در 

                          _ _tangplan a , b = f a, b +D f x, y ,x x - a +D f x, y , y x - b ; 

_ _ 9f x , y = - x^2 - y^2; 
plotf = Plot3D f x, y , x, -1,1 , y, -1,1 ; 

1 2plotz = Plot3D tangplan , , x, -1,1, y = -1,1 ; 

show plotf,plotz 

 توان از تعریف گرادیان یا دستورات مستقيم استفاده نمود.محاسبه گرادیان می گرادیانبردار 

<                                                                                                                                        (    Maple) در with linalg :                                                                                                                                                                                                            

> grad 3x^2+2* y * z, x, y ; 

6x,2z, 2y 

<<                                                                                              ( Mathematica) در Calculus `VectorAnalysis` ; 

Grad 3x^2+2* y* z 
6 x,2 z,2 y 

 توان از روش گرادیان تعيين نمود. برای نمونه برنامه مشتق سویی تابع سه متغيره مشتق سویی را می مشتق سوییf  را در

)نقطه  , , )a b c در جهت بردارv درارایه می(  دهيمMathematica .) 

                                                                         
[ _, _, _] [ , , ]

/

ddriv=gradf[ , , ]

x y z f x y z

a b c

gradf Grad ;

u v Sqrt[v.v];

.u

     

2تابع اكنون با واردكردن 2 2f x y z نقطه ،a،b،c و بردارv = های  زیر به با اجرای دستورات  بالا جواب 2,1,2

 آیند.  دست می

2x,2y,2z

20

3
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 4.3های بخش مجموعه تمرین

 

 مشتق جهتی توابع زیر را در نقطه و جهت داده شده محاسبه كنيد. )مشتق جهتی.)محاسبه 1

a .( , , ) x y zf x y z e  1)در نقطه, 2و در جهت (1,3 2v i j k  

b .3( , , ) 2 xyzf x y z xy e  2و در جهت (1,1,0)در نقطه 3 3v i j k 

c .2 2 2( , , ) lnf x y z x y z  2و در جهت (1,1,1)در نقطه 2v i j k 

f,مقدار مشتق جهتی تابع  جهتی(های )تعيين بردار گرادیان از مشتق.2 x y در نقطه,a bدر جهت ،/ 2i j 3، عدد و  2

3در جهت 4 /5i j است،  5، عدد,f a b .را بيابيد 

b,هایثابت . ) ماكزیمم مشتق جهتی (3 aوc 1,2را طوری بيابيد كه مشتق جهتی در نقطه, در  64دارای ماكزیمم 1

2باشد.                                         zجهتی موازی محور 2 3, ,f x y z axy byz cz x 

اش در حال ذوب س فضاییشود كه لباكاپيتان رالف خود را سمت آفتابی مریخ یافته و متوجه می بردار گرادیان( كاربرد). 4

2وی در دستگاه مختصات قایم عبارت است از:                    شدن است.دمای اطراف  3, , x y zT x y z e e e 

 تر خنك شود.باشد ، در چه جهتی باید شروع به حركت كند كه سریع 1,1,1اگر او در نقطه

مسموم شده می یابد، تصميم  AEFيطی كه توسط ماده شيميایی یك حشره كه خود را در مح بردار گرادیان( كاربرد). 5

با  AEFمی گيرد در جهتی كه در كوتاهترین مدت غلظت كاهش می یابد، حركت نماید. اگر غلظت 
23( , , ) sin( )x zx y z e yz e باشد ، در چه جهت باید حركت نماید .   0,0,0داده شده باشد و حشره در نقطه 

2توزیع ولتاژ بر روی صفحه ای فلزی به صورت بردار گرادیان( كاربرد). 6 2( , ) 500 4v x y x y  می باشد. مطلوب

 است:

a  1). در نقطه,  زایش را داشته باشد.جهتی را تعيين كنيد كه در آن جهت حركت ولتاژ بيشترین اف (2

b 1). جهت بيشترین كاهش ولتاژ را در نقطه,  تعيين كنيد.  (2

c .مقدار این بيشترین افزایش و كاهش را بيابيد . 

d  1). مسيری را تعيين كنيد كه در طول آن ذره ای از نقطه,  یش ولتاژ پيش رود.حركت كرده و در جهت بيشترین افزا (2

 های زیر را در نقاط داده شده بيابيد.بر رویه  معادلات صفحه مماس و خط قایم .7

.a       1,0,1  ،                       .b2 2 2 2 4 4x y z xy xz           1, 0, 0   ،           1 cosyz xe z 

c     .0,0,1                ،cosxz e y                                       d     .1,0,2              ،2 2 2 yz x y xe 

2مماس بر منحنی فصل مشتر  سطوح  معادله پارامتری خط )خط مماس بر فصل مشترك دو رویه( .8 22 3z x y  و
2 2 22 3x y z  1در نقطه,  را بيابيد . 2,3

2نشان دهيد كه سطوح )دو رویه مماس بر هم( .9 4x yz e  2و 8 5z xy y y  در نقطه( بر هم مماس  (3,2,1

 هستند، صفحه مماس مشتر  را بيابيد. 


