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ر گشتاور و کاربرد آن د
3Dو 2Dفضای 

هدف فصل

-سیستم های نیروگشتاور زوج نیرو
گشتاور
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صلب جسم 

که در اثر اعمال جسمی 
.نیرو تغییر شکل ندهد

پیش نیازهای این فصل

تعادل ذرات 
(تمام مطالب بخش دوم)

ضرب خارجی دو بردار

  x y z

x y z

A A A

B B B

 

i j k

A B sdvd.ir
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ذره

ابعاد و شکل جسم می توان از 
.کردصرفنظر 

مرور تعادل ذرات

هم گرانیروهای 

چند نیرو که خط اثر تمامی 
آنها از یک نقطه مشترک عبور

.  می کند

شرط تعادل ذره

σ Ԧ𝐹 = 0

1𝐷: ൛σ𝐹𝑥 = 0

2𝐷: ൝
σ𝐹𝑥 = 0
σ𝐹𝑦 = 0

3𝐷: ൞

σ𝐹𝑥 = 0
σ𝐹𝑦 = 0

σ𝐹𝑧 = 0
Nsdvd.ir
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.نیروها به یک نقطه همگرا نیستند: شرایط ذره حاکم نیست•

جسم غیر ذره ای

sdvd.ir
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تاثیر نیرو بر اجسام•

حرکت یا تمایل به حرکت•

(مرکز دوران)دوران یا تمایل به دوران حول یک نقطه •

اگر نیرو یا نیروهایی به جسم غیر ذره ای وارد•
، «حرکت یا تمایل به حرکت»شود، علاوه بر 

دوران یا تمایل به دوران حول یک مرکز یا »
.نیز ایجاد می شود« محور

.در این حالت ابعاد اهمیت می یابد•

غیر ذره ایاجسامتاثیر نیرو بر 

sdvd.ir
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ایجاد گشتاور/ عوامل دوران •

نیرو•

(یا بازوی گشتاور)بازو: فاصله نقطه اثر نیرو از مرکز یا محور دوران•

(زاویه): وضعیت خط اثر نیرو•

(آور+ گشت )گشتاور : عامل دوران

sdvd.ir
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ایجاد گشتاور/ عوامل دوران •

نیرو•

محور دوران/مرکزفاصله نقطه اثر نیرو از •
((یا بازوی گشتاور)بازو)

(زاویه)اثر نیرو وضعیت خط •

تعریف رابطه گشتاور•

گشتاور: عامل دوران

O

F FdM 

عمودبازوی

sdvd.ir
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(d)بازوی عمود •
.  محور گشتاور به خط اثر نیرو عمود است/از مرکز•

(مفهوم و تعریف هندسی فاصله نقطه از خط)

(r)بازو •
(بازوی واصل)یا ( بازوی غیر عمود)

بازوی عمود گشتاور

sdvd.ir
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فیلم

sdvd.ir
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مثال

P=60Nنیرویگشتاورمطلوبست•
یککنترلدستهازAنقطهبهکه

حولمی شود،واردهیدرولیکجک
.Bنقطه

α=25°

 روش حل خواهیم کرد4این مساله را با.

sdvd.ir
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مثال
از دسته کنترل جک Aکه به نقطه P=50Nمطلوبست گشتاور نیروی •

B.α=25°هیدرولیک وارد می شود حول نقطه 

بازوی عمود: روش اول•

•∆ 𝐴𝐵𝐶: ∠𝐶 = 90°, 𝐴𝐵 = 50 𝑐𝑚, ∠𝐴 ≅ 36.9°

•∆ 𝐴𝐵𝐻: 𝐵𝐻 ⊥ 𝑃, ∠𝐻 = 90°, ∠𝐴 = 25 + 90 − 36.9 = 78.1,

𝐵𝐻

𝑠𝑖𝑛 𝐴
=

𝐴𝐵

𝑠𝑖𝑛 90
՜

𝐵𝐻

𝑠𝑖𝑛 78.1
=

50

𝑠𝑖𝑛 90
՜𝐵𝐻 = 48.9

•𝑀𝐵
𝑃 = 𝑃. 𝑑 = 𝑃. 𝐵𝐻 = 60 ∗ 48.9 = 2935.5 N.cm

=29.4 N.msdvd.ir
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فیلم

sdvd.ir



www.sdvd.ir  |  davoudi@gmail.com 3-14 |شهاب داودی  |استاتیک

(d)بازوی عمود •

.از مرکز گشتاور به خط اثر نیرو عمود است•

(بازوی غیر عمود)( r)بازو •

هر محور گشتاور به /از مرکز•
نیرو با نقطه ای روی خط اثر 

.  هر زاویه ای وصل می شود
انتخاب نقطه روی خط اثر نیرو طوری )•

ا یشود که مختصات آن یا معلوم باشد،
.(به سهولت قابل محاسبه باشد

•θ = بین خط اثر نیرو وزاویه
بازو

 اگرθ باشد، بازو به بازوی عمود 90°=
.تبدیل می شود

(با هر زاویه)بازوی گشتاور 

sin

        ( sin )

        

F

OM rF

F r

Fd









sdvd.ir
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فیلم

sdvd.ir
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مثال
از دسته کنترل جک Aکه به نقطه P=50Nمطلوبست گشتاور نیروی •

B.α=25°هیدرولیک وارد می شود حول نقطه 

(بازوزاویه بین خط اثر نیرو و )( بازوی غیر عمود)بازو : روش دوم•

•∆ 𝐴𝐵𝐶: ∠𝐶 = 90°, 𝐴𝐵 = 50 𝑐𝑚, ∠𝐴 ≅ 36.9°

•∠𝑃&𝐴𝐵 = 25 + 90 − 36.9 = 78.1°

•𝑀𝐵
𝑃 = 𝑃. 𝑟. 𝑠𝑖𝑛(𝜃) = 60 ∗ 50 ∗ 𝑠𝑖𝑛(78.1) = 2935.5 N.cm

=29.4 N.msdvd.ir
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(قرارداد)طبق تعریف •

اندازه•
𝑀𝑂

𝐹 = 𝐹. 𝑑 = 𝐹. 𝑟. 𝑠𝑖𝑛(𝜃)

خط اثر•

محور دوران

یا عمود بر صفحه دوران

جهت اثر•

قاعده دست راست
جهت شست دست راست، )

وقتی انگشتان جهت دوران 
.(بسته شوند

بردار گشتاور

sdvd.ir



www.sdvd.ir  |  davoudi@gmail.com 3-18 |شهاب داودی  |استاتیک

دو بردار( برداری)ضرب خارجی : مرور ریاضیات

تعریف•

، Bو Aطبق تعریف، ضرب خارجی دو بردار 
است که به صورت زیر نوشته Cبرداری مثل 

.می شود

چون نتیجه حاصلضرب خارجی بردار است، باید 
بزرگی، خط اثر، جهت اثر و نقطه اثر آن تعریف 

.شوند

 

 

C A B

C A B

sdvd.ir
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اندازه . ( بزرگی، مقدار)1

.مساحت متوازی الاضلاعی که توسط دو بردار ساخته می شود

دو بردار( برداری)ضرب خارجی : مرور ریاضیات

sinABC 

sdvd.ir
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دو بردار( برداری)ضرب خارجی : مرور ریاضیات

خط اثر. 2

.Bو Aعمود بر صفحه دو بردار 

جهت اثر. 3

جهت شست دست : دست راستمطابق قاعده 
دار از بردار اول به سمت برراست، وقتی انگشتان 

.شونددوم بسته 

اثرنقطه . 4

B.sdvd.irو Aدو بردار ، نقطه برخورد اگر بردار ثابت باشد
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فیلم
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محاسبه ضرب خارجی•

ضرب خارجی دو بردار: مرور ریاضیات

k

j

iBA

)(              

)(              

)(  

xyyx

xzzx

yzzy

BABA

BABA

BABA







  x y z

x y z

A A A

B B B

 

i j k

A B

,

,

i×i = 0

i× j = k , j×i = -k

 

x y z

x y z

A A A

B B B

  

  

A i j k

B i j k
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(جهت اثر+ خط اثر + اندازه )تشابه تعریف گشتاور با ضرب خارجی دو بردار •

تعریف گشتاور با کمک ضرب خارجی دو بردار

. .sinC A B 
r  :بردار بازو

𝑀 = 𝐹. 𝑟. 𝑠𝑖𝑛(𝜃)sdvd.ir
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. دبرداری که از مرکز گشتاور به یک نقطه روی خط اثر نیرو وصل می شو:بردار بازو•

نقطه رویاما بهتر است . ندارد و کاملا دلخواه استروی خط اثر نیرو وجود برای نقطه هیچ محدودیتی )•
.(دباشیا به سهولت قابل محاسبه شود که مختصات آن یا معلوم باشد،به نحوی انتخاب خط اثر نیرو 

تعریف گشتاور با کمک ضرب خارجی دو بردار

r  :بردار بازو

𝑀 = 𝐹. 𝑟. 𝑠𝑖𝑛(𝜃)sdvd.ir
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تعیین جهت گشتاور با قانون دست راست

sdvd.ir
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تعریف گشتاور با کمک ضرب خارجی دو بردار

F

O  M r F

( )

        ( )

        ( )

F

O y z z y

x z z x

x y y x

r F r F

r F r F

r F r F

 

 

 

M i

j

k

  F

O x y z

x y z

r r r

F F F

i j k

M = r×F =

 x y z

x y z

r r r

F F F

  

  

r i j k

F i j k

،مهم استFو rترتیب 
.جهت اثر صحیح باشدتا 

sdvd.ir
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فیلم
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مثال
از دسته کنترل جک هیدرولیک وارد Aکه به نقطه P=60Nمطلوبست گشتاور نیروی •

B.α=25°می شود حول نقطه 

برداری: سومروش •

• Ԧ𝑃 = 𝑃𝑥Ԧ𝑖 + 𝑃𝑦 Ԧ𝑗 = 𝑃 cos 𝛼 Ԧ𝑖 + 𝑃 sin 𝛼 Ԧ𝑗

Ԧ𝑃 = 60 cos 25 Ԧ𝑖 − 60 sin25 Ԧ𝑗 = 54.38 Ԧ𝑖 − 25.36Ԧ𝑗 N

• Ԧ𝑟 = 𝐵𝐴 = 𝑟𝑥Ԧ𝑖 + 𝑟𝑦 Ԧ𝑗 = 30 Ԧ𝑖 + 40Ԧ𝑗 𝑐𝑚

• 𝑀𝐵
𝑃 = Ԧ𝑟 × Ԧ𝑃 =

Ԧ𝑖 Ԧ𝑗 𝑘
𝑟𝑥 𝑟𝑦 𝑟𝑧
𝑃𝑥 𝑃𝑦 𝑃𝑧

=
Ԧ𝑖 Ԧ𝑗 𝑘
30 40 0

54.38 −25.36 0
= 40 ∗ 0 − 0 ∗ (−25.36) Ԧ𝑖 − 30 ∗ 0 − 0 ∗ 54.38 Ԧ𝑗 + (30 ∗ (−25.36) − 40 ∗ 54.38)𝑘

𝑀𝐵
𝑃 = 0 Ԧ𝑖 + 0 Ԧ𝑗 − 2936 𝑘

• 𝑀𝐵
𝑃 = 𝑀𝑥

2 +𝑀𝑦
2 +𝑀𝑧

2 = 02 + 02 + (−2936)2 = 2936 𝑁. 𝑐𝑚

= 29.4 𝑁.𝑚sdvd.ir
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رابر برای نیروهای واقع در یک صفحه، گشتاور یک نیرو حول هر نقطه ب•
.حاصل جمع گشتاورهای مولفه های نیرو حول همان نقطه می باشد

(اصل گشتاور)قضیه وارینون 

 1 2

1 2

       

       

F

O  

  

   

M r F

r F F

r F r F

sdvd.ir
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2Dمطابق قضیه وارینون برای مسائل •

روش حل با مولفه های متعامد نیرو و بردار واصل

𝐌𝐨
𝐅 = 𝐫 × 𝐅

𝐅 = 𝐅𝐱 + 𝐅𝐲

𝐌𝐨
𝐅 = 𝐫 × 𝐅𝐱 + 𝐅𝐲 = 𝐫 × 𝐅𝐱 + 𝐫 × 𝐅𝐲 = 𝐌𝐎

𝐅𝐱 +𝐌𝐎

𝐅𝐲

با توجه به شکل، مقادیر عددی مولفه های گشتاور از دو رابطه
.زیر محاسبه می شوند

𝑀𝑂
𝐹𝑥 = 𝐹𝑥 . 𝑟𝑦

𝑀𝑂

𝐹𝑦 = 𝐹𝑦 . 𝑟𝑥

.مقدار عددی گشتاور از این رابطه به دست می آید

𝑀𝑂
𝐹 = ±𝑀𝑂

𝐹𝑥 ±𝑀𝑂

𝐹𝑦

sdvd.ir.علامت هر جمله با توجه به جهت گشتاور تعیین می گردد:توجه
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فیلم
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مثال
از دسته کنترل جک هیدرولیک وارد Aکه به نقطه P=60Nمطلوبست گشتاور نیروی •

B.α=25°می شود حول نقطه 

تجزیه به مولفه ها: چهارمروش •

عمود بر صفحه )zبیانگر این است که گشتاور حول محور ( -)منفی •
.است( به طرف داخل صفحه)در جهت منفی ( مساله

60cos 25(40) 60sin 25(30) 2935.8 .

29.4 .

yx
PPP

B B B x y y xM M M P r P r

N cm

N m

     

    

 

sdvd.ir
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2Dحالت •

بازوی عمود•

(بازوی غیر عمود)زاویه بین خط اثر نیرو و بازو •

تجزیه نیرو و بازو به مولفه های افقی و قائم•

برداری•

3Dحالت •

ترجیحا برداری•

روش های حل مسائل گشتاور

sdvd.ir
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(1)مثال سه بعدی 

.  Oحول نقطه ABمطلوبست گشتاور کشش کابل 

sdvd.ir
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(2)مثال سه بعدی 

AB(TAB=2625 N )مطلوبست گشتاور کشش کابل 

.Oنقطه حول 

sdvd.ir


