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دل یا وی معارنی« یک»جایگزینی چندین نیروی وارد بر یک ذره با فقط •
.برایند

(.سکون)ارتباط بین نیروهای وارد بر یک ذره در حال تعادل •

هدف فصل

sdvd.ir
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ذره•

نیرو•

قانون سینوس ها و قانون کسینوس ها•

بردار•

مولفه های بردار•

دو یا چند بردار ( برایند)هندسی و تحلیلی جمع /روش های ترسیمی•

پیش نیازهای این فصل

sdvd.ir
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ذره الزاما جسم با ابعاد بسیار کوچک •
.نیست

منظور جسمی است که شکل و •
.اندازه اش مهم نباشد

باید تمام نیروهای وارد بر جسم همگرا•
.  باشند

ه یعنی خط اثر تمام نیروها از یک نقط•
.مشترک بگذرند

فرض می شود که تمام نیروها به آن •
.یک نقطه مشترک اثر می کنند

(  Particle)ذره 

sdvd.ir
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مجموعه ای از چند نیرو که خط اثر •
تمامی آنها از یک نقطه مشترک 

(در شکلAنقطه . )عبور می کند

(Concurrent Forces)همگرا نیروهای 

sdvd.ir
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(  Resultant Force)نیروی برایند 

sdvd.irتک برگ بردار و نیرو  و تک برگ نیرو در فضای دو بعدی: مثال و تمرین
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مجموعه چند نیروی همگرای وارد •
ک بر یک ذره قابل جایگزینی با ی

منحصر به فرد ( R)نیروی برایند 
.است

، جمع برداری (R)نیروی برایند •
.تمامی نیروهای وارد بر ذره است

نیروی برایند

sdvd.ir
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برایند دو نیروی وارد بر پیچ: مثال

.  پیچ اثر می کنندAدو نیرو بر نقطه 
.برایند این دو نیرو را بیابید

sdvd.ir
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پیچبرایند دو نیروی وارد بر : مثال

.  پیچ اثر می کنندAدو نیرو بر نقطه 
.برایند این دو نیرو را بیابید

 35N 98 R  35N 98 R

هندسی/ و حل ترسیمی ( دو بعدی)مساله در صفحه 

sdvd.ir
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پیچبرایند دو نیروی وارد بر : مثال

       
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گر، دو یا چند بردار نیرو که با یکدی•
اثری معادل یک نیرو داشته 

.باشند

مولفه های نیرو

sdvd.ir
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(دو بعدی)تجزیه یک بردار به مولفه هایش 

را بدهد، مولفه های Vدو یا چند بردار که مجموع آنها تشکیل بردار هر •
.  نامیده می شوندVبردار 

I-IIدستگاه مختصات غیر متعامد 

مرور ریاضیات

II

I

V

VII

VI

دستگاه مختصات

I-IIغیر متعامد 

VI وVII مولفه های بردار

Vهستند.

VI وVII مولفه های بردار

Vهستند.sdvd.ir
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قایقبرایند دو نیروی وارد بر : مثال

Cو Aقایقی توسط دو یدک کش •
اگر نیروی . کشیده می شود

و در N 5000برایند وارد بر قایق 
امتداد محور قایق باشد، 

مطلوبست نیروی کشش هر یک
از کابل ها، اگر  = 45o باشد.

sdvd.ir
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قایقبرایند دو نیروی وارد بر : مثال

N

N

T1
sin 45

=
T2

sin 30
=

5000

sin 105

T1=3660 N

T2=2590 N

و حل هندسی( دو بعدی)مساله در صفحه 

sdvd.ir
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(دو بعدی دکارتی)تجزیه یک بردار به مولفه هایش 

(دکارتی)x-yمختصات متعامد دستگاه •

مرور ریاضیات

V

Vx

Vy

x

y



دستگاه مختصات

متعامد دکارتی

x-y

Vx = V cos 

Vy = V sin 

 = tan -1(Vy/ Vx)

II

I

V

V
II

V
I

sdvd.ir
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ضرب عدد در بردار

مرور ریاضیات

V

2V

nV

V’ = n V

|V’| = n |V|

.می ماندثابتاثرخط•

خلافاثرجهتباشد،n<0اگر•

.شدخواهداولیهاثرجهت

حاصلبردارباشد،n=0اگر•

1.5Vsdvd.ir-.استصفر(مقدار)بزرگیدارای
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مرور ریاضیات
(واحدیگانه،)یکهبردار

iوjوkامتداددرترتیببه
دستگاهدرzوx،yمحورهای
هستند،(متعامد)قائممختصات

آنها(طول)بزرگیکهنحویبه
.باشد(واحد)1برابر

| i | = | j | = | k | = 1

j

i

k
x

y

z sdvd.ir
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مرور ریاضیات

x

y

z

= V   

= V  

= V  

x

y

z

V i

V j

V k

بردار
مقداریا اندازه•

خط اثر•

جهت اثر•

مقدار یا اندازه بردار• بردار یکه 
خط اثر•

جهت اثر•

Vy

i

k
x

y

z

Vx

Vz

j

بر حسب بردار یکهبردار 

sdvd.ir
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مرور ریاضیات

x yF F F i j
x yF' F' F' i j

(  بعدی۲)بر حسب بردار یکه بردار 
(دکارتییا قائم )دستگاه مختصات متعامد در 

sdvd.ir
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مرور ریاضیات

Ry1

Rx

F
tan

F
 

2 2

R Rx RyF F F 

(بعدی۲)و جهت بردار ( بزرگی)اندازه 

sdvd.irتک برگ بردار دو بعدی: مثال و تمرین
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(عدیدستگاه دکارتی دو ب)یک نیرو و بردار یکه متعامد مولفه های 

yx FFF




unit vectors

jFiFF yx




𝐹𝑥 = 𝐹 cos 𝜃 و 𝐹𝑦 = 𝐹 sin 𝜃

𝐹𝑥 = 𝐹𝑥 Ԧ𝑖 و 𝐹𝑦 = 𝐹𝑦 Ԧ𝑗

Ԧ𝐹 = 𝐹𝑥 + 𝐹𝑦 = 𝐹𝑥 Ԧ𝑖 + 𝐹𝑦 Ԧ𝑗 = 𝐹 cos 𝜃 Ԧ𝑖 + 𝐹 sin 𝜃 Ԧ𝑗

𝐹 = 𝐹𝑥
2 + 𝐹𝑦

2 𝜃 = tan−1
𝐹𝑦

𝐹𝑥

و حل تحلیلی( دو بعدی)صفحه 

sdvd.ir
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متعامدبا کمک مولفه های برایند محاسبه 

𝑅 = 𝐹1 + 𝐹2

𝑅 = 𝑅𝑥Ԧ𝑖 + 𝑅𝑦 Ԧ𝑗 = (𝐹1𝑥 Ԧ𝑖 + 𝐹1𝑦 𝑗) + (𝐹2𝑥 Ԧ𝑖 + 𝐹2𝑦 𝑗)

= (𝐹1𝑥+ 𝐹2𝑥)Ԧ𝑖 + (𝐹1𝑦+ 𝐹2𝑦)𝑗

𝑅𝑥 =෍𝐹𝑥 و 𝑅𝑦 =෍𝐹𝑦

𝑅 = 𝑅𝑥Ԧ𝑖 + 𝑅𝑦 Ԧ𝑗 =෍𝐹𝑥 Ԧ𝑖 +෍𝐹𝑦 Ԧ𝑗

𝑅 = 𝑅𝑥
2 + 𝑅𝑦

2

𝜃𝑅 = tan−1
𝑅𝑦

𝑅𝑥sdvd.ir
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دمتعامکمک مولفه های با برایند چند بردار محاسبه 

SQPR




    jSQPiSQP

jSiSjQiQjPiPjRiR

yyyxxx

yxyxyxyx 










x

xxxx

F

SQPR





y

yyyy

F

SQPR

x

y
yx

R

R
RRR 122 tan sdvd.ir
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(یتحلیل)برایند چهار نیروی وارد بر پیچ : مثال

پیچ اثر Aچهار نیرو بر نقطه 
برایند این چهار نیرو را.  می کنند

.بیابید

sdvd.ir
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(یتحلیل)برایند چهار نیروی وارد بر پیچ : مثال

9.256.96100

0.1100110

2.754.2780

0.759.129150

4

3

2

1











F

F

F

F

compycompxmagforce









22 3.141.199 R N6.199R

N1.199

N3.14
tan   1.4

و حل تحلیلی( دو بعدی)صفحه 

sdvd.ir
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بردار نیروی برایند: مثال

ند اندازه و زاویه بردار نیروی برآی•
.را محاسبه کنید

:پاسخ

FR = ((162.8)2 +  (521)2) ½ =  546 N

 =  tan–1(521/162.8) = 72.64°

هاxاز جهت مثبت محور •

 = 180 + 72.64 = 253 °sdvd.ir
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بردار نیروی برایند: مثال

ند اندازه و زاویه بردار نیروی برآی•
.را محاسبه کنید

:پاسخ
FR = ((16.82)2 + (3.49)2) ½ = 17.2 kN

 = tan-1(3.49/16.82) = 11.7°sdvd.ir
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تعادل ذره

sdvd.ir
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نیروهای وارد بر یک ذره صفر باشد، آن ذره در حال تماماگر برایند •
(قانون اول نیوتن. )تعادل است

تعادل ذره

:ذره تحت تاثیر دو نیروی•

اندازه برابر-

خط اثر یکسان-

جهات اثر مختلف-

:سه نیرو یا بیشترذره تحت تاثیر •

.ودحل ترسیمی به یک چند ضلعی بسته منجر می ش-

:حل تحلیلی-

00

0









yx FF

FR
sdvd.ir
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آزاد( دیاگرام)نمودار 

طرحی : نمودار فضایی
شرایط فیزیکی که 

.مساله را نشان می دهد

طرحی که فقط : نمودار آزاد
نیروهای موثر بر ذره مورد 
sdvd.ir.بررسی را نشان می دهد
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آزاد( دیاگرام)نمودار 

sdvd.ir
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کشش کابل جرثقیل تخلیه خودرو: مثال
N 7000به وزن مطابق شکل، خودرویی

.  دتوسط جرثقیل از کشتی تخلیه می شو
دقیقا در راستای مرکز جرم Aاگر نقطه 

خودرو قرار داشته باشد، نیروی کشش 
است؟چقدرکابل 

sdvd.ir



www.sdvd.ir  |  davoudi@gmail.com 2-33 |شهاب داودی  |استاتیک

(دسیحل هن)کشش کابل جرثقیل تخلیه خودرو : مثال

7000 N

7000 N

TAB
sin 120

=
TAC
sin 2

=
7000

sin 58

TAB= 7148 N

TAC= 288 N

و حل هندسی( دو بعدی)صفحه 

sdvd.ir
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(یسیستم نیروهای صفحه ا)نیروی وارد بر حلقه : مثال

بردار و مقدار و جهت نیروی •
برایند وارد بر حلقه را تعیین

.کنید

sdvd.ir
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(حل تحلیلی)نیروی وارد بر حلقه : مثال

𝐹1𝑥 = 𝐹1 cos 30 = 519.62 𝑁

𝐹1𝑦 = 𝐹1 sin 30 = 300.00 𝑁

𝐹2𝑥 = 𝐹2 cos 45 = 282.84 𝑁

𝐹2𝑦 = 𝐹2 sin 45 = 282.84 𝑁

𝑅𝑥 =෍𝐹𝑥 = 519.62 − 282.84 = 236.78 𝑁

𝑅𝑦 =෍𝐹𝑦 = 300.00 + 282.84 = 582.84 𝑁

𝑅 = 236.78 Ԧ𝑖 + 582.84 Ԧ𝑗 𝑁

𝑅 = 𝑅𝑥
2 + 𝑅𝑦

2 = 236.78 2 + 582.842 = 629.10 𝑁

𝜃𝑅 = tan−1
𝑅𝑦

𝑅𝑥
= tan−1

582.84

236.78
= 67.9° ↗

و حل تحلیلی( دو بعدی)صفحه 

sdvd.ir
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برایند و تعادل در فضای سه بعدی 

3sdvd.irو 2و 1قسمت بعدی، تک برگ نیرو در فضای سه : مثال و تمرین



www.sdvd.ir  |  davoudi@gmail.com 2-37 |شهاب داودی  |استاتیک

مرور ریاضیات

x

Vy

Vx

Vz

y

z

V

x

y

z

x y z

x x

y y

z z

=V +V +V

V =Vcosθ =Vl

V =Vcosθ =Vm

V =Vcosθ =Vn

x y zV = V + V + V

V i j k

l وm وn نامندمیبردار های هادیکسینوسرا.

( بعدی3)بر حسب بردار یکه بردار 
(دکارتییا قائم )دستگاه مختصات متعامد در 

sdvd.ir
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مرور ریاضیات

Vy

Vx

Vz

y

z

V

x

y

z

x

l = cos x= cos α

m = cos y= cos 

n = cos z= cos 

V2= Vx
2 + Vy

2 + Vz
2

l2 + m2 + n2 =1 

(ادامه)بر حسب بردار یکه بردار 

sdvd.ir
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مرور ریاضیات
نمایش تک تک زاوایا

sdvd.ir
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(عدیسه بدستگاه دکارتی )یک نیرو و بردار یکه مولفه های متعامد 

𝐹𝑥 = 𝐹 cos 𝜃𝑥 و 𝐹𝑦 = 𝐹 cos 𝜃𝑦 و 𝐹𝑧 = 𝐹 cos 𝜃𝑧

Ԧ𝐹 = 𝐹𝑥 + 𝐹𝑦 + 𝐹𝑧 = 𝐹𝑥 Ԧ𝑖 + 𝐹𝑦 Ԧ𝑗 + 𝐹𝑧 𝑘

Ԧ𝐹 = 𝐹 (cos𝜃𝑥 Ԧ𝑖 + cos 𝜃𝑦 Ԧ𝑗 + cos 𝜃𝑧𝑘) = 𝐹 Ԧ𝜆

𝐹𝑧و 𝐹𝑦و 𝐹𝑥و مولفه ها Ԧ𝐹بردار : خواسته𝜃𝑧و 𝜃𝑦و 𝜃𝑥و 𝐹: معلوم

(دکارتیبیان )

sdvd.ir
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(عدیسه بدستگاه دکارتی )یک نیرو و بردار یکه مولفه های متعامد 

Ԧ𝐹 = 𝐹 (cos 𝜃𝑥 Ԧ𝑖 + cos 𝜃𝑦 Ԧ𝑗 + cos 𝜃𝑧𝑘) = 𝐹 Ԧ𝜆

Ԧ𝜆 =
Ԧ𝐹

𝐹
=
𝐹𝑥
𝐹
Ԧ𝑖 +

𝐹𝑦

𝐹
Ԧ𝑗 +

𝐹𝑧
𝐹
𝑘

Ԧ𝜆 = cos 𝜃𝑥 Ԧ𝑖 + cos 𝜃𝑦 Ԧ𝑗 + cos 𝜃𝑧 𝑘

= 𝜆𝑥Ԧ𝑖 + 𝜆𝑦 Ԧ𝑗 + 𝜆𝑧𝑘

𝜆 = 1 ⇒ cos2 𝜃𝑥 + cos2 𝜃𝑦 + cos2 𝜃𝑧 = 1sdvd.ir
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(عدیسه بدستگاه دکارتی )یک نیرو و بردار یکه مولفه های متعامد 

𝐹 = 𝐹𝑥
2 + 𝐹𝑦

2 + 𝐹𝑧
2

𝜃𝑥 = cos−1
𝐹𝑥
𝐹

و 𝜃𝑦 = cos−1
𝐹𝑦

𝐹
و 𝜃𝑧 = cos−1

𝐹𝑧
𝐹

𝜃𝑧و 𝜃𝑦و 𝜃𝑥و 𝐹: خواسته𝐹𝑧و 𝐹𝑦و 𝐹𝑥و مولفه ها Ԧ𝐹بردار : معلوم

sdvd.ir
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با داشتن دو نقطه( Ԧ𝜆)محاسبه بردار یکه 

𝜆𝐹 = 𝜆𝑀𝑁 =
𝑀𝑁

𝑀𝑁

=
𝑥2 − 𝑥1 Ԧ𝑖 + 𝑦2 − 𝑦1 Ԧ𝑗 + 𝑧2 − 𝑧1 𝑘

𝑥2 − 𝑥1 2 + 𝑦2 − 𝑦1 2 + 𝑧2 − 𝑧1 2sdvd.ir
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نگه دارنده دکل کابل : مثال

N 2500نیروی کابل نگه دارنده دکل •
Aبردار نیروی وارد بر تکیه گاه. است

.و زوایای این نیرو را تعیین کنید

sdvd.ir
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نیروی کابل نگه دارنده دکل : مثال

     

     

m 3.94

m30m80m40

m30m80m40

222
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
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
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318.0848.0424.0
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30

3.94
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3.94

40




























 


  
     kji

kji

FF







N 795N 2120N1060

318.0848.0424.0N 2500





 sdvd.ir
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نیروی کابل نگه دارنده دکل : مثال

kji

kji zyx




318.0848.0424.0

coscoscos



 







5.71

0.32

1.115







z

y

x






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(عدیسه بدستگاه دکارتی )یک نیرو و بردار یکه مولفه های متعامد 

yh FF sin

yy FF cos









sinsin

sin

cossin

cos

y

hy

y

hx

F

FF

F

FF









((یا زاویه ای)بیان کروی )
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((یا زاویه ای)بیان کروی )محاسبه بردار نیرو 

زوایا با محورهای و  Fبردار نیروی •
مختصات را محاسبه کنید
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((یا زاویه ای)بیان کروی )محاسبه بردار نیرو 

𝐹𝑧 = 𝐹 sin 60 = 86.6 𝑁

𝐹𝑥𝑦 = 𝐹 cos 60 = 50 𝑁

𝐹𝑥 = 𝐹𝑥𝑦 cos 45 = 50 ∗ cos 45 = 35.4 𝑁

𝐹𝑦 = 𝐹𝑥𝑦 sin 45 = 50 ∗ sin 45 = 35.4 𝑁

Ԧ𝐹 = 35.4 Ԧ𝑖 − 35.4 Ԧ𝑗 + 86.6 𝑘 𝑁

sdvd.ir
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((یا زاویه ای)بیان کروی )محاسبه بردار نیرو 

𝜃𝑥 = cos−1
−35.4

100
= 69.3°

𝜃𝑦 = cos−1
−35.4

100
= 110.7°

𝜃𝑧 = cos−1
86.6

100
= 30.0°

sdvd.ir
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یعددر فضای سه ببرایند نیروی وارد بر حلقه : مثال

اندازه و زاویه بردار نیروی •
.برآیند را محاسبه کنید

• FR =  (143.9 2 +  459.6 2 + 9.81 2) ½ =  482 N

•  =  cos-1 (FRx / FR) = cos-1 (143.9/481.7)  =  72.6°

•  =  cos-1 (FRy / FR) = cos-1 (459.6/481.7)  =  17.4°

•  =  cos-1 (FRz / FR)  = cos-1 (9.81/481.7)  =  88.8°sdvd.ir
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یعددر فضای سه ببرایند نیروی وارد بر حلقه : مثال

اندازه و زاویه بردار نیروی •
.برآیند را محاسبه کنید
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مرور ریاضیات
جمع بردارها

:را در نظر بگیریمQو Pبردار دو •

:می توانیم بنویسیم•

x y z

x y z

 =  P  P  P

 =  Q  Q  Q

 

 

P i j k

Q i j k

x x y y z z =  (P  + Q ) +  (P  + Q ) +  (P  + Q )P + Q i j k

P + Q = Q + P

P + ( Q + R ) = ( P + Q ) + R

P - Q = P + ( - Q ) 

اصل جابه جایی

اصل شرکت پذیری

sdvd.irتک برگ بردارسه بعدی: مثال و تمرین
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متعامد در فضای سه بعدیبا کمک مولفه های برایند محاسبه 

𝑅 = 𝑅𝑥Ԧ𝑖 + 𝑅𝑦 Ԧ𝑗 + 𝑅𝑧𝑘 = σ𝐹𝑥 Ԧ𝑖 + σ𝐹𝑦 Ԧ𝑗 + σ𝐹𝑧 𝑘

𝑅 = 𝑅𝑥
2 + 𝑅𝑦

2 + 𝑅𝑧
2

𝜃𝑅𝑥 = cos−1
𝑅𝑥
𝑅

و 𝜃𝑅𝑦 = cos−1
𝑅𝑦

𝑅
و 𝜃𝑅𝑧 = cos−1

𝑅𝑧
𝑅
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نیروی برایند سایه بان: مثال

ABسایه بانی توسط دو کابل •
.  نگه داشته شده استACو 

اگر نیروی کشش کابل ها 
FAB=100N وFAC=120N

باشند، بردار و مقدار نیروی 
را Aبرایند وارد بر نقطه 

.محاسبه کنید
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نیروی برایند سایه بان: مثال

𝐹𝐴𝐵 = 𝐹𝐴𝐵 𝜆𝐹𝐴𝐵 = 𝐹𝐴𝐵 𝜆𝐴𝐵 = 𝐹𝐴𝐵
𝐴𝐵

𝐴𝐵
= 100 ∗

4 Ԧ𝑖 + 0 Ԧ𝑗 − 4 𝑘

42 + 02 + 42

= 70.7 Ԧ𝑖 + 0 Ԧ𝑗 − 70.7 𝑘 𝑁

𝐹𝐴𝐶 = 𝐹𝐴𝐶 𝜆𝐹𝐴𝐶 = 𝐹𝐴𝐶 𝜆𝐴𝐶 = 𝐹𝐴𝐶
𝐴𝐶

𝐴𝐶
= 120 ∗

4 Ԧ𝑖 + 2 Ԧ𝑗 − 4 𝑘

42 + 22 + 42

= 80 Ԧ𝑖 + 40 Ԧ𝑗 − 80 𝑘 𝑁

𝐹𝑅 = 𝐹𝐴𝐵 + 𝐹𝐴𝐶

= 70.7 Ԧ𝑖 + 0 Ԧ𝑗 − 70.7 𝑘 + 80 Ԧ𝑖 + 40 Ԧ𝑗 − 80 𝑘

= 150.7 Ԧ𝑖 + 40 Ԧ𝑗 − 150.7 𝑘 𝑁

𝐹𝑅 = 150.72 + 402 + 150.72 = 216.8 𝑁sdvd.ir


