
به نام خدا 

2مکانیک سیالات 

دینامیک توده ای از سیال: عنوان

مجتبی برزویی: مدرس 



دینامیک توده ای از سیال

مقدمه

رنولیبواولرمعادلاتمنظور،اینبرای.گرفتقراربررسیموردایذرهدیدگاهازغیرلزججریاندینامیکقبل،فصلدر

اثراتسیالات،مکانیکمسائلاغلبدرکهحالیدر.نبودنداستفادهقابللزجسیالاتبرایکلیحالتدرکهگردیدمعرفی

تحلیلایبر.نمودپوشیچشمسیاللزجتازنمیتوانکهاستشدیدبقدریسیالوجریانخواصرویبرلزجتازناشی

ترسادهفرانسیلیدیروشازمراتببهانتگرالیروش.شودمیاستفادهدیفرانسیلیوانتگرالیروشدوازدست،اینازمسائلی

.کردیداپآشناییزمینهایندراولیهمفاهیمیکسریبابایستیابتداانتگرالی،روشتوضیحازپیش.باشدمی



(روش انتگرالی)دینامیک توده ای از سیال 

مقدمه

داردوجودآنازجرمخروجوورودامکانکهفضادربستهفرضیحجمیک:کنترلحجم.

خارججرمینهومیشودواردجرمینهسیستممرزهایبه.باشدمیمعینمرزهایوثابتجرمدارایکهموجودیتی:سیستم

.گرددمی

گویندراکنترلحجممرزهایوسطوح:کنترلسطح.



(روش انتگرالی)دینامیک توده ای از سیال 

مقدمه

شوندیمبیانمربوطهمعادلاتقالبدرکهداردوجوداساسیقانونچهارپیوستهمحیطهربرایمهندسیکارهایحیطهدر.

:ازعبارتندقوانیناین

قانون. ()پیوستگیمعادله:()جرمبقاء1

قانون. ()ممنتوممعادله:(()ممنتومبقاءاصل)نیوتندوم2

قانون. ()انرژیمعادله:(ترمودینامیکاولقانون)انرژیبقاء3

قانون. ترمودینامیکدوم4

𝑐𝑜𝑛𝑠𝑒𝑟𝑣𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑜𝑓 𝑚𝑎𝑠𝑠𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑖𝑡𝑦 𝑒𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛

𝑐𝑜𝑛𝑠𝑒𝑟𝑣𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑜𝑓 𝑚𝑜𝑚𝑒𝑛𝑡𝑢𝑚𝑚𝑜𝑚𝑒𝑛𝑡𝑢𝑚 𝑒𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛

𝑒𝑛𝑒𝑟𝑔𝑦 𝑒𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛



(روش انتگرالی)دینامیک توده ای از سیال 

(جرمبقاءقانون)پیوستگیمعادله

𝝏𝒎𝒄𝒗

𝝏𝒕
+෍ ሶ𝒎𝒐𝒖𝒕 −෍ ሶ𝒎𝒊𝒏 = 𝟎

𝑠𝑡𝑒𝑎𝑑𝑦 𝑠𝑡𝑎𝑡𝑒 𝑐𝑜𝑛𝑑. ∶ ෍ ሶ𝑚𝑜𝑢𝑡 =෍ ሶ𝑚𝑖𝑛

خروجییکوورودیکی
ሶ𝑚𝑜𝑢𝑡 = ሶ𝑚𝑖𝑛 𝑜𝑟 𝜌𝑄 𝑜𝑢𝑡 = 𝜌𝑄 𝑖𝑛

𝑖𝑛𝑐𝑜𝑚𝑝𝑟𝑒𝑠𝑠𝑖𝑏𝑙𝑒 𝑓𝑙𝑢𝑖𝑑
𝜌:𝑐𝑡𝑒

𝑄𝑜𝑢𝑡 = 𝑄𝑖𝑛 𝑜𝑟 𝐴𝑉 𝑜𝑢𝑡 = 𝐴𝑉 𝑖𝑛



(روش انتگرالی)دینامیک توده ای از سیال 

خطیممنتوممعادله

𝑀 = ሶ𝑚𝑉

෍𝑭 =
𝒅 𝒎𝑽

𝒄𝒗

𝒅𝒕
+෍ ሶ𝒎𝑽

𝒐𝒖𝒕
−෍ ሶ𝒎𝑽

𝒊𝒏

𝑠𝑡𝑒𝑎𝑑𝑢 𝑠𝑡𝑎𝑡𝑒 𝑐𝑜𝑛𝑑. ∶ ෍ Ԧ𝐹 =෍ ሶ𝑚𝑉
𝑜𝑢𝑡

−෍ ሶ𝑚𝑉
𝑖𝑛
= ෍ 𝜌𝑄𝑉

𝑜𝑢𝑡
−෍ 𝜌𝑄𝑉

𝑖𝑛



(روش دیفرانسیلی)دینامیک توده ای از سیال 

پیوستگیمعادله
𝜕𝜌

𝜕𝑡
+
𝜕(𝜌𝑢)

𝜕𝑥
+
𝜕(𝜌𝑣)

𝜕𝑦
+
𝜕(𝜌𝑤)

𝜕𝑧
= 0

𝑖𝑛𝑐𝑜𝑚𝑝𝑟𝑒𝑠𝑠𝑖𝑏𝑙𝑒 & 𝑠𝑡𝑒𝑎𝑑𝑦 𝑓𝑙𝑜𝑤 ∶
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣

𝜕𝑦
+
𝜕𝑤

𝜕𝑧
= 0

𝑠𝑡𝑒𝑎𝑑𝑦 𝑠𝑡𝑎𝑡𝑒 𝑐𝑜𝑛𝑑. ∶
𝜕(𝜌𝑢)

𝜕𝑥
+
𝜕(𝜌𝑣)

𝜕𝑦
+
𝜕(𝜌𝑤)

𝜕𝑧



دینامیک توده ای از سیال

پیوستگیمعادله

داده شده  در یک جریان دوبعدی و غیرقابل تراکم میدان سرعت به صورت رابطه     : مثال                       ،

𝑓تابع . است 𝑥(81مکانیک . )را طوری تعیین کنید که این جریان از نظر فیزیکی قابل قبول باشد

1                     )2                     )3                              )4)

ا توجه به معادله پیوستگی ب. معادله پیوستگی صدق کندبرای اینکه یک پروفیل سرعت از نظر فیزیکی قابل قبول باشد، باید در : پاسخ

:داریم

𝑣 = 𝑦𝑓 𝑥 + 𝑥2 𝑢 = 2𝑥2 + 𝑦2

𝑓 𝑥 = −4𝑥𝑓 𝑥 = −4𝑥 + 2𝑓 𝑥 = −4𝑥 + 2𝑦 𝑓 𝑥 = 4𝑥𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 0 → 4𝑥 + 𝑓 𝑥 = 0 ⟹ 𝒇 𝒙 = −𝟒𝒙



(روش دیفرانسیلی)دینامیک توده ای از سیال 
استوکس_ناویرمعادلات
تمامدرسیلدیفرانمعادلاتترینپیچیدهجزواستوکس-ناویرمعادلات.باشندمیممنتوممعادلهدیفرانسیلیفرممعادلات،این
استآنهچپسمتدر(اینرسیهایترم)غیرخطیهایترمبهمربوطمعادلاتاینعمدهمشکل.روندمیشماربهمهندسیعلوم
حلدینچندارایمسئلهاستممکنآنهاغیرخطیماهیتبهتوجهبابلکهکند،میدشواربسیاررامعادلاتاینحلتنهانهکه

ترینادهسازتعدادیاینجادر.باشد"تشابهیحل"یاو"دقیقحل"دارایتواندمیمسئلهنوعبهبستهمعادلاتاینحل.باشد
.گرددمیمعرفیدقیقحلروشبهاستوکس-ناویرمعادلاتبرایموجودهایحل

ثقلی(3وکششی(2فشاری،(1دستهسهبهکلیبطورسیالدرآوردنحرکتبهبرایموجودهایمکانیزماینکهبهتوجهبا
.شودحلایسادهمثالمکانیزم،سهاینازهریکازبعداسلایدهایدرشوند،میتقسیم

𝜌
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑢

𝜕𝑧
= −

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ 𝜇

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
+ 𝜌𝑔𝑥

𝜌
𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑣

𝜕𝑧
= −

𝜕𝑝

𝜕𝑦
+ 𝜇

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑣

𝜕𝑧2
+ 𝜌𝑔𝑦

𝜌
𝜕𝑤

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑤

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑤

𝜕𝑧
= −

𝜕𝑝

𝜕𝑧
+ 𝜇

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑧2
+ 𝜌𝑔𝑧

استوکس-ویژگی های معادلات ناویر
.فقط برای سیالات نیوتنی قابل استفاده اند. 1
اده  فقط برای سیالات غیرقابل تراکم قابل استف. 2

.اند
هم برای جریان آرام و هم مغشوش قابل  . 3

.استفاده اند
.در این معادلات، ویسکوزیته ثابت است. 4



دینامیک توده ای از سیال

استوکس_ناویرمعادلات

ایصفحهتکوئجریان"اصطلاحاًرابزرگافقیموازیصفحهدوبیننیوتنیسیالیکتراکمغیرقابلودائمآرام،جریان:مثال"

سرعتتغییراتاز)دآوریبدستراسیالسرعتپروفیل.باشدمیساکنپائینیصفحهومتحرکبالاییصفحهآندرکهگویندمی

.(کنیدصرفنظرصفحهبرعمودراستایدر
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣

𝜕𝑦
+
𝜕𝑤

𝜕𝑧
= 0 →

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 0 →

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
= 0

𝜌
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑢

𝜕𝑧
= −

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ 𝜇

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
+ 𝜌𝑔𝑥

⟹
𝑑2𝑢

𝑑𝑦2
= 0 →

∫ 𝑑𝑢

𝑑𝑦
= 𝐶1 →

∫
𝑢 𝑦 = 𝐶1𝑦 + 𝐶2

𝐵. 𝐶 ቐ
@𝑦 = 0 ; 𝑢 = 0 ⇒ 𝐶2 = 0

@𝑦 = ℎ ; 𝑢 = 𝑉𝑝𝑙𝑎𝑡𝑒 ⇒ 𝐶1 = ൗ
𝑉𝑝𝑙𝑎𝑡𝑒

ℎ

⟹ 𝒖 =
𝑽𝒑𝒍𝒂𝒕𝒆

𝒉
𝒚



دینامیک توده ای از سیال

استوکس_ناویرمعادلات

داخلیاو)ازیموصفحهدوبین(پمپمثلاً)فشارگرادیانایجاداثردرنیوتنیتراکمغیرقابلسیالیکدائموآرامجریان:مثال

صفحهربعمودراستایدرسرعتتغییراتاز)آوریددستبهراجریانایندرسرعتپروفیل.گویندمی"پوآزیجریان"را(لوله

.(بگیریددرنظرثابتمقداریرافشارگرادیانوکنیدصرفنظر
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣

𝜕𝑦
+
𝜕𝑤

𝜕𝑧
= 0 →

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 0 →

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
= 0

𝜌
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑢

𝜕𝑧
= −

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ 𝜇

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
+ 𝜌𝑔𝑥

⟹
𝑑2𝑢

𝑑𝑦2
=
1

𝜇

𝑑𝑝

𝑑𝑥
→
∫ 𝑑𝑢

𝑑𝑦
=
1

𝜇

𝑑𝑝

𝑑𝑥
𝑦 + 𝐶1 →

∫
𝑢 𝑦 =

1

2𝜇

𝑑𝑝

𝑑𝑥
𝑦2 + 𝐶1𝑦 + 𝐶2

𝐵. 𝐶 ൞
@𝑦 = ℎ ; 𝑢 = 0
@𝑦 = −ℎ ; 𝑢 = 0

⇒
𝐶2 = −

1

2𝜇

𝑑𝑝

𝑑𝑥
ℎ2

𝐶1 = 0

⟹ 𝒖 =
𝟏

𝟐𝝁

𝒅𝒑

𝒅𝒙
𝒚𝟐 − 𝒉𝟐

2ℎ



دینامیک توده ای از سیال

استوکس_ناویرمعادلات

آوریدبدسترادبیساکن،موازیصفحهدوبینپوآزیجریاندر:مثال.

2ℎ

𝑄 = 2න
0

ℎ 1

2𝜇

𝑑𝑝

𝑑𝑥
𝑦2 − ℎ2 𝑏𝑑𝑦 =

𝑏

𝜇

𝑑𝑝

𝑑𝑥

𝑦3

3
− ℎ2𝑦

0

ℎ

⟹𝑸 = −
𝟐

𝟑

𝒃𝒉𝟑

𝝁

𝒅𝒑

𝒅𝒙

2ℎ

𝑏

𝑦

𝑑𝑦



دینامیک توده ای از سیال

استوکس_ناویرمعادلات

(باشدمیناپذیرتراکمدائم،آرام،جریان)آوریدبدسترازیرثقلیجریانسرعتپروفیل:مثال.

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣

𝜕𝑦
+
𝜕𝑤

𝜕𝑧
= 0 →

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 0 →

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
= 0

𝜌
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑢

𝜕𝑧
= −

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ 𝜇

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
+ 𝜌𝑔𝑥

→ 0 = 𝜇
𝑑2𝑢

𝑑𝑦2
+ 𝜌𝑔 𝑠𝑖𝑛𝜃 →

∫
𝑢 𝑦 = −

𝜌𝑔 𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜇

𝑦2

2
+ 𝑐1𝑦 + 𝑐2

𝐵. 𝐶 ൞

@𝑦 = 0 ; 𝑢 = 0 ⇒ 𝐶2 = 0

@𝑦 = ℎ ; ൗ𝑑𝑢
𝑑𝑦 = 0 ⇒ 𝐶1 =

𝜌𝑔 𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜇
. ℎ

⟹ 𝒖(𝒚) =
𝜸 𝒔𝒊𝒏𝜽

𝝁
𝒉𝒚 −

𝒚𝟐

𝟐

در سطح مشترک مایعات و گازها،  : نکته
فر گرادیان سرعت در راستای قائم برابر با ص

آزاد، تنش برشی سطح است؛ بنابراین در 
.برابر با صفر می باشد

𝒅𝒖

𝒅𝒚
= 𝟎



دینامیک توده ای از سیال

جریانتابع

جریانتابعباشد،ناپذیرتراکمودوبعدیجریاناگر(𝜓)شودمیتعریفزیربصورت:

خطیکجریانخطهردیگرعبارتبه.باشدمیجریانخطوطمعادلهحقیقتدرجریانتابع:1نکته𝜓مقداریعنیباشد؛میثابت

𝜓استیکسانجریان،خطیکبرواقعنقاطبرای.

شودمیاستفادهزیررابطهازجریانخطدوبیندبیآوردنبدستبرای:2نکته:

𝒖 =
𝝏𝝍

𝝏𝒚
𝒗 = −

𝝏𝝍

𝝏𝒙

𝑸 = 𝒃 𝝍𝟐 −𝝍𝟏



دینامیک توده ای از سیال
جریانتابعوپتانسیلتابع

ه برنولی، آیا می توان با استفاده از معادل. داده شده استدر یک جریان دوبعدی، تابع پتانسیل بصورت رابطه                    : مثال

(81مکانیک )اختلاف فشار بین دو نقطه دلخواه را در این جریان بدست آورد؟ 

. خیر؛ چون جریان تراکم پذیر است( 2.  خیر؛ چون جریان غیردائم است( 1

.بله؛ چون جریان دائم است( 4. بله؛ چون جریان غیرچرخشی است( 3

نیم، خواهیم دید کهاگر مولفه های سرعت را از تابع پتانسیل محاسبه ک. معادله برنولی تنها برای سیالات تراکم ناپذیر معتبر است: پاسخ

(.واهچه رسد به دو ذره دلخ)در نتیجه استفاده از معادله برنولی حتی برای یک ذره نیز مجاز نیست . جریان از نوع تراکم پذیر است

𝜙 𝑥, 𝑦 = 𝑥2 + 𝑦2

𝑢 =
𝜕𝜙

𝜕𝑥
= 2𝑥

𝑣 =
𝜕𝜙

𝜕𝑦
= 2𝑦

⟹ 𝜵.𝑽 =
𝝏𝒖

𝝏𝒙
+
𝝏𝒗

𝝏𝒚
= 𝟒 ≠ 𝟎



دینامیک توده ای از سیال
جریانتابعوپتانسیلتابع

در یک جریان دوبعدی و غیرقابل تراکم، تابع جریان بصورت رابطه : مثال𝜓 𝑥,𝑦 = 𝑥2 + 𝑦2آیا می توان به کمک  . داده شده است

را در این جریان بدست آورد؟( 1،2)و ( 1،1)معادله برنولی اختلاف فشار بین دو نقطه 

.خیر؛ چون جریان چرخشی است( 2.      بله؛ چون جریان غیرچرخشی است( 1

.بله؛ چون جریان دائم و غیرقابل تراکم است( 4.     خیر؛ چون دو نقطه روی یک خط جریان قرار ندارند( 3

.فاده کردریان قرار دارند، نمی توان از معادله برنولی استبا توجه به اینکه جریان از نوع چرخشی است و دو نقطه بر روی دو خط ج: پاسخ

𝑢 =
𝜕𝜓

𝜕𝑦
= 2𝑦

𝑣 = −
𝜕𝜓

𝜕𝑥
= −2𝑥

⟹ 𝜔𝑧 =
1

2

𝜕𝑣

𝜕𝑥
−
𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −2 ≠ 0



دینامیک توده ای از سیال

مهمنکات

هستنداستفادهقابلنیوتنیسیالاتبرایتنهااستوکس-ناویرمعادلات.

هستندمعتبرتراکمغیرقابلهموتراکمقابلسیالاتبرایهماستوکس-ناویرمعادلات.

انداستفادهقابلدرهمجریاندرهموآرامجریاندرهماستوکس-ناویرمعادلات.

نیستدتحلیلیحلدارایکلیحالتدراستوکس-ناویرمعادلات.

نیستمنحصربفرداستوکس-ناویرمعادلاتحل(هستندغیرخطیکه)اینرسیهایترموجوددلیلبه.

(حرارتدرجهگرادیاناثردرمثلاً)باشدمتغیرتواندمیسیالویسکوزیتهاستوکس،-ناویرمعادلاتدر.

(حرارتدرجهگرادیاناثردرمثلاً)باشدمتغیرتواندمیسیالدانسیتهپیوستگی،معادلهدر.



دینامیک توده ای از سیال

مهمنکات

داردکاربردتراکمغیرقابلودوبعدیجریاندرفقطجریانتابع.

استخطدواینبینعبوریدبیمعرفجریانخطدوبیناختلاف.

برعکسواستسیالگرفتنشتابمعنایبهیکدیگربهجریانخطوطشدننزدیک.

استتعریفقابلغیرلزججریاندرهمولزججریاندرهمجریانتابع.



پایان فصل سوم

خسته   نباشد


