
به نام خدا 

1انتقال حرارت 

دومفصل 

معادله حرارت: عنوان

مجتبی برزویی: مدرس 



معادله حرارت

حرارتیشار(ℎ𝑒𝑎𝑡 𝑓𝑙𝑢𝑥)

شودمیگفته"حرارتیشار"سطح،واحدازشدهمنتقلحرارتنرخبه.

استاسکالرکمیتیکحرارتانتقالکهحالیدراستبرداریکمیتیکحرارتیشار.

𝑞′′ =
𝑞

𝐴
; [

𝑊

𝑚2]

𝑞′′ = 𝑞′′𝑥 Ƹ𝑖 + 𝑞′′𝑦 Ƹ𝑗 + 𝑞′′𝑧 ෠𝑘 →

𝑞′′𝑥 = −𝑘
𝜕𝑇

𝜕𝑥

𝑞′′𝑦 = −𝑘
𝜕𝑇

𝜕𝑦

𝑞′′𝑧 = −𝑘
𝜕𝑇

𝜕𝑧

; 𝑞′′ = 𝑞′′𝑥
2 + 𝑞′′𝑦

2 + 𝑞′′𝑧
2



معادله حرارت

حرارتیشار(ℎ𝑒𝑎𝑡 𝑓𝑙𝑢𝑥)

صورتبهلحظهیکدردیواریکداخلدربعدیکدرحرارتدرجهتغییرات:مثال𝑇 = 180 − 3𝑥 − 0.6𝑥2شدهداده

𝑥دردیواربهورودیحرارتنرخلحظهایندر.(استسانتیمترحسببر𝑥وسانتیگراددرجهبرحسب𝑇)است = ازاءبه0

𝑘دیواررسانشضریب)است؟مقدارچهسطحواحد = 2 Τ𝑊 𝑚.𝐾است)

ቚ𝑞′′𝑥
𝑥=0

= −𝑘 ቤ
𝑑𝑇

𝑑𝑥
𝑥=0

= −𝑘 ቚ−1.2𝑥 − 3
𝑥=0

= −2 −3 = 6 ൗ𝑊
𝑚2



مباحث سینماتیکی

ریاضییادآوری

نابلاعملگر

اگر. :استبرداریکگرادیان،.نامندمی"گرادیان"راحاصلکند،عمل(Tمانند)اسکالریکرویبرنابلاعملگر1

:استاسکالریکدیورژانس،.گویند"دیورژانس"راحاصلشود،داخلیضرببرداریکدرنابلاعملگراگر.2

𝛻 =
𝜕

𝜕𝑥
,
𝜕

𝜕𝑦
,
𝜕

𝜕𝑧

𝛻𝑇 =
𝜕𝑇

𝜕𝑥
,
𝜕𝑇

𝜕𝑦
,
𝜕𝑇

𝜕𝑧

𝑑𝑖𝑣 𝑉 = 𝛻. 𝑉 =
𝜕

𝜕𝑥
,
𝜕

𝜕𝑦
,
𝜕

𝜕𝑧
. 𝑢, 𝑣, 𝑤 =

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣

𝜕𝑦
+
𝜕𝑤

𝜕𝑧



مباحث سینماتیکی
ریاضییادآوری

نابلاعملگر

:استبرداریککرل،.گویند"کرل"راحاصلشود،خارجیضرببرداریکدرنابلاعملگراگر.3

.استلراسکایکلاپلاسین،.نامندمی"لاپلاسین"راحاصلشود،داخلیضربگرادیانبرداردرنابلاعملگراگر.4

𝛻. 𝛻𝑇 = 𝛻2𝑇 =
𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑇

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑇

𝜕𝑧2

𝑐𝑢𝑟𝑙 𝑉 = 𝛻 × 𝑉 =

𝑖 𝑗 𝑘
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧
𝑢 𝑣 𝑤

= Ƹ𝑖
𝜕𝑤

𝜕𝑦
−
𝜕𝑣

𝜕𝑧
− Ƹ𝑗

𝜕𝑤

𝜕𝑥
−
𝜕𝑢

𝜕𝑧
+ ෠𝑘

𝜕𝑣

𝜕𝑥
−
𝜕𝑢

𝜕𝑦



معادله حرارت

حرارتمعادله(ℎ𝑒𝑎𝑡 𝑒𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛)

نامیمیم"حرارتمعادله"رااسترسانشآندرحرارتانتقالمکانیزمکهجسمیدردماتوزیعبرحاکمدیفرانسیلمعادله.

.آیدمیدستبهجسمدردماتوزیعآنحلازکهاستایمعادلهحقیقتدرحرارتمعادله

متغیررسانشضریبباجسمیبرایحرارتمعادله

ثابترسانشضریبباجسمیبرایحرارتمعادله

𝛻 ∙ 𝑘𝛻𝑇 + ሶ𝑞𝑣 = 𝜌𝑐𝑝
𝜕𝑇

𝜕𝑡

𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑇

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑇

𝜕𝑧2
+

ሶ𝑞𝑣
𝑘
=
1

𝛼

𝜕𝑇

𝜕𝑡

𝜕

𝜕𝑥
𝑘
𝜕𝑇

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑦
𝑘
𝜕𝑇

𝜕𝑦
+

𝜕

𝜕𝑧
𝑘
𝜕𝑇

𝜕𝑧
+ ሶ𝑞𝑣 = 𝜌𝑐𝑝

𝜕𝑇

𝜕𝑡

حرارتی( پخش)ضریب نفوذ 

𝜶 =
𝒌

𝝆𝒄𝒑
=

رسانشحرارتانتقال

جسمدرانرژیسازیذخیره



معادله حرارت

:دآوریدستبهزیرحالتدودرثابترسانشضریبباجسمیبرایبعدییکوپایاشرایطدرراحرارتمعادله:مثال

ሶ𝒒𝒗(الف = ሶ𝒒𝒗(ب؛𝟎 = 𝒂𝒙

𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑇

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑇

𝜕𝑧2
+

ሶ𝑞𝑣
𝑘
=
1

𝛼

𝜕𝑇

𝜕𝑡
→

𝑑2𝑇

𝑑𝑥2
= 0 →

∫ 𝑑𝑇

𝑑𝑥
= 𝐶1→

∫
𝑇 𝑥 = 𝐶1𝑥 + 𝐶2

𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑇

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑇

𝜕𝑧2
+

ሶ𝑞𝑣
𝑘
=
1

𝛼

𝜕𝑇

𝜕𝑡
→

𝑑2𝑇

𝑑𝑥2
+

ሶ𝑞𝑣
𝑘
= 0 →

𝑑2𝑇

𝑑𝑥2
= −

𝑎𝑥

𝑘
→
∫ 𝑑𝑇

𝑑𝑥
= −

𝑎𝑥2

2𝑘
+ 𝐶1 →

∫
𝑇 𝑥 = −

𝑎𝑥3

6𝑘
+ 𝐶1𝑥 + 𝐶2



معادله حرارت

𝑇(𝑥,𝑦)رابطهباجسمیکداخلدرخصوصبهلحظهیکدردماتوزیع:مثال = 100𝑥3 − 20𝑦2𝑥 + 3𝑦در.استشدهداده

𝑘جسمبرایکهصورتیدر.شودنمیتولیدحجمیحرارتجسمداخل = 1 Τ𝑊 𝑚.𝐾و𝛼 = 1 × 10−4 Τ𝑚2
𝑠𝑒𝑐،زمانینرخباشد

(𝑥,𝑦)نقطهدردماتغییر = است؟چقدر(1,1)

𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑇

𝜕𝑦2
1,1

= ቤ
1

𝛼

𝜕𝑇

𝜕𝑡
(1,1)

= 560 → ቤ
𝜕𝑇

𝜕𝑡
(1,1)

= 0.056
℃

𝑠𝑒𝑐

𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑇

𝜕𝑦2
=
1

𝛼

𝜕𝑇

𝜕𝑡

𝜕𝑇

𝜕𝑥
= 300𝑥2 − 20𝑦2

𝜕𝑇

𝜕𝑦
= −40𝑦𝑥

𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
= 600𝑥

𝜕2𝑇

𝜕𝑦2
= −40𝑥



معادله حرارت

تختدیوارهدردماتوزیعمختلفهایحالت

𝑇1

𝑇2

𝑇1 > 𝑇2 𝑇𝑖𝑛𝑠.

𝑑𝑇

𝑑𝑥
= 0

𝑇 𝑇

𝑇 𝑇

𝑇𝑚𝑎𝑥

𝑇𝑚𝑖𝑛

𝑇𝑚𝑎𝑥

𝑇𝑚𝑖𝑛

𝑇1 > 𝑇2

𝑇1 > 𝑇2

𝑇1

𝑇1

𝑇2

𝑇2

اگر شیب خط مماس بر توزیع: نکته
دما در نقطه ای صفر باشد، انتقال 

حرارت در آن نقطه از جسم صفر 
.است



معادله حرارت

حجمیحرارتاست𝑘آنحرارتیرسانشضریبو𝑇𝑠دمایدرآنسمتدوکه2𝐿ضخامتبهایدیوارهداخلدر:مثال

ሶ𝑞𝑣میزانبهیکنواخت
𝑊

𝑚3بدستشدهدادهپارامترهایبرحسبپایاشرایطدردیوارماکزیممدمایبرایایرابطه.شودمیتولید

.آورید
2𝐿

𝑥

𝑇𝑠𝑇𝑠

𝑑2𝑇

𝑑𝑥2
+

ሶ𝑞𝑣
𝑘
= 0 →

𝑑2𝑇

𝑑𝑥2
= −

ሶ𝑞𝑣
𝑘

→
∫ 𝑑𝑇

𝑑𝑥
= −

ሶ𝑞𝑣
𝑘
𝑥 + 𝐶1→

∫
𝑇 𝑥 = −

ሶ𝑞𝑣
2𝑘

𝑥2 + 𝐶1𝑥 + 𝐶2

𝐵𝑜𝑢𝑛𝑑𝑎𝑟𝑦 𝑐𝑜𝑛𝑑𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠:

ቤ
𝑑𝑇

𝑑𝑥
𝑥=0

= 0 ⇒ 𝐶1 = 0

ቚ𝑇
𝑥=𝐿

= 𝑇𝑠 ⇒ 𝑇𝑠 = −
ሶ𝑞𝑣𝐿

2

2𝑘
+ 𝐶2 ⇒ 𝐶2 = 𝑇𝑠 +

ሶ𝑞𝑣𝐿
2

2𝑘

𝑇 𝑥 = −
ሶ𝑞𝑣
2𝑘

𝑥2 +
ሶ𝑞𝑣𝐿

2

2𝑘
+ 𝑇𝑠 𝑻𝒎𝒂𝒙 = 𝑻 𝟎 =

ሶ𝒒𝒗𝑳
𝟐

𝟐𝒌
+ 𝑻𝒔



پایان فصل دوم

خسته   نباشد


